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4. M.S.Paşca, M.Lăpădat: Solving Fractional ordinary differential equation using
PLSM, Scientific Buletin of The Politehnica University of Timisoara, Transac-
tions on Mathematics and Physics, Volume 63(77), Issue 1, 2018, pag 41-48.

III. Articole aceptate spre publicare ı̂n jurnale indexate BDI
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Capitolul 1

Introducere

Structura lucrării

În teza de doctorat Metode de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici
pătrate pentru ecuaţii cu derivate fracţionare sunt prezentate diverse metode de de-
terminare a soluţiilor analitice aproximative pentru mai multe tipuri de ecuaţii cu
derivate fracţionare. Fiecare din aceste ecuaţii au aplicabilitate ı̂n diverse domenii ale
ştiinţei. În cei patru ani de stagiu doctoral am determinat soluţii analitice aproxi-
mative de tip polinomial pentru ecuaţii cu derivate fracţionare dintre care amintesc
ecuaţii de tip Bagley-Torvik, Lane Emden, Fredholm, Volterra.

Ca definiţie a derivatei fracţionare ı̂n această lucrare este folosită definiţia Caputo
astfel că se numeşte derivata de ordin α fracţionar, ı̂n sens Caputo a funcţiei
y : [a, b] ⊂ R+ → R absolut continuă:

Dαy(x) =



1

Γ(n− α)
·

x∫
0

(x− ζ)n−α−1 · y(n)(ζ)dζ, n− 1 < α < n,

dny(x)

dζn
, α = n

(1.1)

unde n ∈ N∗ şi Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt, x ∈ [a, b] ⊂ R+.

Fiecare din capitolele tezei prezinta cate o metoda de obţinere a soluţiei analitice
aproximative si aplicaţiile numerice studiate.

Lucrarea este structurată astfel: cinci Capitole şi Concluzii.

• Capitolul I - Introducerea - ı̂n care sunt definite noţiunile utilizate ı̂n capitolele
lucrării şi tipurile de ecuaţii pentru care se găsesc soluţii analitice aproximative
utilizând metodele descrise ı̂n cele patru capitole ale lucrării.

• Capitolul II - Începe cu descrierea Metodei de aproximare polinomială ı̂n sen-
sul celor mai mici pătrate (MAPMP) aşa cum a fost ea introdusă ı̂n anul 2012
de Profesorii C. Bota şi B Căruntu ı̂n lucrarea ε-Approximate polynomial so-
lutions for the multi-pantograph equation with variable coefficients, din Applied
Mathematics and Computation, 2012, 219 (4), pp.1785-1792.
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În continuare capitolul conţine rezultatele originale obţinute aplicând metoda
MAPMP pentru diverse tipuri de ecuaţii cu derivate fracţionare, ecuaţii cu apli-
cabilitate ı̂n multe ramuri ale ingineriei. Este astfel arătată utilitatea metodei.
Mare parte din aceste rezultate au fost publicate ı̂n ultimii trei ani ı̂n jurnale
internaţionale de specialitate şi se regăsesc deja citate ı̂n publicaţii menţionate
la ı̂nceputul acestei teze.

• Capitolul III - Conţine descrierea metodei de aproximare polinomială ı̂n sensul
celor mai mici pătrate aplicată pe diviziuni ale domeniului de definiţie (̧MAPMPDI),
metoda elaborată de Prof. Bota şi Căruntu şi prezentată ı̂n cadrul conferinţei
The 15th International Conference on Mathematics and it’s applications ICMA
2018 - International Conference on mathematics and its applications, ı̂n lucrarea
Approximate solutions for the magnetohydrodynamic flow of a non-Newtonian
nanofluid in a coaxial porous cylinder using the Least Squares Differential Qua-
drature Method.

În continuarea capitolului sunt prezentate aplicaţii ale metodei MAPMPDI pen-
tru determinarea soluţiilor analitice aproximative pentru diverse tipuri de ecuaţii.
Toate aceste rezultate constituind contribuţii originale au fost comunicate ı̂n
cadrul unor conferinţe internaţionale sau publicate ı̂n jurnale de specialitate.

• Capitolul IV - Debutează cu o prezentare succintă metodei de determinare a
soluţiilor aproximative- Homotopy Perturbation Method- introdusă de He in
1999. În cadrul aceluiaşi capitol se prezintă Metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n
sesnul celor mai mici pătrate (MPOMP) elaborată de aceiaşi profesori Bota şi
Căruntu ı̂n 2017 şi publicată ı̂n lucrarea Approximate analytical solutions of non-
linear differential equations using the Least Squares Homotopy Perturbation Me-
thod ı̂n Journal of mathematical analysis and applications, 2017, 448(1), pp.401-
408.

În continuarea descrierii metodei, ı̂n teză se prezintă şi modul său de aplicare
asupra ecuaţiilor care modelează un flux magnetohidrodinamic laminar al unui
fluid vâscos non-newtonian ı̂ntr-un canal semiporos sub influenţa unui câmp
magnetic static coaxial uniform. Rezultatele originale astfel obţinute au fost
publicate la ı̂nceputul anului 2022 ı̂ntr-un jurnal matematic de top.

• Capitolul V - Include prezentarea unei metode originale dezvoltată de autoare
ı̂n ultimile luni ale stagiului doctoral, metodă numită: Metoda de aproximare
polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate pe subintervale (MA-
PMPS).

De asemenea, ı̂n acest ultim capitol sunt incluse şi rezultatele obţinute aplicând
această nouă metodă ı̂n rezolvarea unor ecuaţii diferenţiale fracţionare.
Aceste rezultate au fost prezentate ı̂n cadrul unor conferinţe desfăşurate recent:

- International Conference on Computational Methods and Applications in En-
gineering - ICCMAE 2022, Mississippi, USA, May 7-8 2022;

- The Fourth Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its
Applications - RISMAA 2022, Braşov, Romania, May 19-21 2022;

- 16 th International Symposium on Applied Computational Intelligence and
Informatics - SACI 2022 Timişoara, Romania, May 25-28 2022.
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Modul facil de determinare al soluţiilor analitice obţinute prin aplicarea noii
metode promite elaborarea unui algoritm ce poate ı̂n timp să prezinte interes
ı̂n domeniu. Se definitivează aspecte legate de numarul optim de subintervale
necesar ı̂n vederea obţinerii solucţiei cu ”restul cel mai mic” ı̂n cel mai scurt timp,
cu un consum minim de resurse. Cercetarea continuă ı̂n acest sens, urmând ca
noile rezultate ce se vor obţine să fie comunicate ı̂n ı̂ntruniri ştiinţifice viitoare
şi/sau să fie trimise de autoare spre publicare ı̂n jurnale de specialitate.

• Concluzii - Partea finală a lucrării cuprinde câteva direcţii de continuare a cer-
cetării, posibile idei de dezvoltare a metodei MAPMPS şi a altor metode pentru
determinarea soluţiilor analitice aproximative pentru diverse ecuaţii sau sisteme
de ecuaţii cu derivate fracţionare.

Rezultate originale

Rezultatele originale cuprind următoarele:
- ı̂n Capitolul al doilea - Teoremele 2.1.1 şi 2.1.2 alături de determinarea soluţiilor

analitice aproximative utilizând metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai
mici pătrate (metoda MAPMP) pentru ecuaţii:

- de tip Bagley-Torvik cu condiţii la frontieră ecuaţia de forma:

y′′(x) + A(x)y′(x) +B(x)Dαy(x) + C(x)y(x) = f(x), x ∈ [a, b], (1.2)

y(a) = µ1, y(b) = µ2.

ı̂n care y este o funcţie absolut continuă pe intervalul [a, b], A,B,C, şi f funcţii reale
continue pe intervalul [a, b] iar Dαy - derivata fracţionară de ordin α ı̂n sens Caputo a
funcţiei y cu n− 1 < α < n, n ∈ N∗;

-Lane-Emden de forma:

Dαy(x) +
k

x
·Dβy(x) + f(x, y(x)) = g(x), x ∈ [a, b], 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1 (1.3)

cu condiţiile la frontieră:
y(a) = µ, y′(b) = ν (1.4)

unde k, µ şi ν sunt constante reale, f şi g funcţii reale continue pe [a, b], y o funcţie
absolut continuă pe intervalul [a, b], iar Dαy şi Dβy - drivate fracţionare de ordin α
respectiv β ı̂n sens Caputo a funcţiei y cu n− 1 < α < n, n ∈ N∗;

- Fredholm-Volterra de forma:

Dαy(x) = F

x, y(x),

1∫
0

Kf (x, s, y(s))ds,

x∫
0

Kv(x, s, y(s))ds

 , x ∈ [0, 1] (1.5)

pentru care sunt verificate condiţiile:

r−1∑
j=0

[
αij · u(j)(0) + βij · u(j)(1)

]
= µi, i = 0, ..., r − 1, r ∈ N∗. (1.6)

unde Kf , Kv, F şi y sunt funcţii absolut continue pe intervalul [0, 1], iar Dαy derivata
fracţionară ı̂n sens Caputo, de ordin α a funcţiei y, cu n− 1 < α < n, n ∈ N∗;
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- ı̂n al treilea Capitol -Teoremele 3.1.1, 3.1.2, 3.3.1, 3.5.1 şi 3.6.1 ı̂mpreună
cu soluţiile analitice aproximative de tip polinomial, determinate cu ajutor metodei
de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate aplicată pe diviziuni ale
domeniului de definiţie (metodei MAPMPDI) pentru ecuaţii Bagley-Torvik, ecuaţii
diferenţiale Riccati de ordin fracţionar, ecuaţii neliniare cu derivate parţiale de ordin
fracţionar şi pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale;

ecuaţiile diferenţiale Riccati de ordin fracţionar fiind de forma:

Dαy(x)− A(x)y2(x)−B(x)y(x) = f(x), 0 < α ≤ 1, x ∈ [a, b], (1.7)

cu condiţia iniţială:
y(a) = k, (1.8)

unde A şi B sunt funcţii reale date, k o constantă reală iar Dαy derivata fracţionară
ı̂n sens Caputo de ordin α a funcţiei y absolut continuă pe intervalul [a, b].

- ı̂n Capitolul al patrulea metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor
mai mici pătrate (metoda MPOMP) cu Teorema 4.1.1 se aplică pentru determina-
rea soluţiei unui sistem care descrie fluxul sanguin;

- ultimul Capitol conţine Teorema 5.1.1 şi descrierea unei noi metode de aproxi-
mare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate pe subintervale (MAPMPS), utilizată
pentru determinarea soluţiilor analitice aproximative de tip polinomial pentru ecuaţii
cu derivate fracţionare.
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Capitolul 2

Metoda de aproximare polinomială
ı̂n sensul celor mai mici pătrate

În acest acest capitol se ı̂ncepe cu descrierea metodei, aşa cum a fost ea prezen-
tată ı̂n 2012 de profesorii C. Bota şi B. Căruntu ı̂n articolul ε-Approximate polynomial
solutions for the multi-pantograph equation with variable coefficients, din Applied Ma-
thematics and Computation [27].

În subcapitolele 2.2 - 2.6 se prezintă modul ı̂n care metoda MAPMP a fost utilizată
pentru determinarea soluţiilor aproximative analitice pentru diverse tipuri de ecuaţii
diferenţiale. Cu ajutorul metodei de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici
pătrate (MAPMP) se determină soluţii analitice aproximative pentru ecuaţii de tip
Bagley-Torvik - rezultatele obţinute fiind publicate ı̂n [89], pentru ecuaţii de tip Lane-
Emden - rezultatele au apărut ı̂n [21], pentru probleme de control optimal ı̂n [69] şi
pentru ecuaţii integro-diferenţiale Fredholm-Volterra cu rezultatele publicate ı̂n [31].

2.1 Descrierea metodei (MAPMP)

Se consideră o ecuaţie de forma:

F (y(α−1)(x), y(α−2)(x), · · · , y′(x), y(x), x) = y(α)(x), x ∈ [a, b] ⊂ R (2.1)

care satisface condiţiile la frontieră:

y(a) = µ1, y(b) = µ2 (2.2)

cu α ∈ Q+, y o funcţie absolut continuă pe intervalul [a, b], F funcţie reală continuă
pe intervalul [a, b], şi µ1, µ2 constante reale, astfel ı̂ncât să fie satisfăcută condiţia de
existenţă şi unicitate a soluţiei problemei. Se cere găsirea acestei soluţii.

Cum determinarea soluţiei exacte pentru probleme de acest tip, de cele mai multe
ori nu este posibilă, se dezvoltă diverse metode pentru determinarea unor soluţii apro-
ximative.

O astfel de metodă aproximativă, care va returna o soluţie analitică este şi metoda
de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate MAPMP.

Pentru aplicarea metodei, ecuaţiei (2.1) ı̂i este ataşat operatorul

D(y(x)) = y(α)(x)− F (y(α−1)(x), y(α−2)(x), · · · , y′(x), y(x), x) x ∈ [a, b]. (2.3)
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Se notează cu ỹ o soluţie aproximativă de tip polinomial a ecuaţiei iniţiale. Eroarea
obţinută prin ı̂nlocuirea soluţiei exacte y cu această aproximare este dată de restul

R(x, ỹ(x)) = D(ỹ(x)), x ∈ [a, b]. (2.4)

Soluţia aproximativă ỹ de tip polinomial care se caută ı̂ndeplineşte condiţiile:

|R(x, ỹ(x))| < ε; ỹ(a) = µ1, ỹ(b) = µ2, (2.5)

pentru ε pozitiv.

Definiţie 2.1.1. Pentru problema iniţială dată (2.1), o soluţie polinomială ỹ care
satisface condiţia 2.5 se numeşte soluţie ε aproximativă.

Definiţie 2.1.2. Soluţia ỹ se numeşte soluţie slab ε aproximativă dacă satisface
relaţia:

b∫
a

|R(x, ỹ(x))|dx ≤ ε (2.6)

ı̂mpreună cu cele două condiţii la frontieră: ỹ(a) = µ1, ỹ(b) = µ2.

În continuare se consideră un şi de polinoame de forma:

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n, ai ∈ R, i = 0, n (2.7)

care satisface condiţiile: Pn(a) = µ1, Pn(b) = µ2.

Definiţie 2.1.3. Pn(x) este convergent la soluţia problemei iniţiale (2.1-2.2)
dacă este satisfăcută condiţia: lim

n→∞
D(Pn(x)) = 0.

Se va construi o soluţie slab ε aproximativă:

ỹ(x) =
n∑
k=0

dkx
k, n > 1 (2.8)

ı̂n care pentru determinarea coeficienţilor reali d0, d1, · · · dn se parcurg următoarele
etape:

1. ỹ fiind o soluţie aproximativă, ea generează un rest (prin ı̂nlocuirea soluţiei
exacte y cu ỹ):

R(x, ỹ(x)) = y(α)(x)− F (y(α−1)(x), y(α−2)(x), · · · , y′(x), y(x), x), x ∈ [a, b]
(2.9)

Din cele două condiţii la frontieră se obţin:

do = µ1 şi d1 + d2 + · · ·+ dn = µ2 − µ1.

2. Se ataşează funcţionala:

J (d1, d2, · · · , dn) =

b∫
a

R2(x, ỹ(x))dx. (2.10)
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3. Se minimizează funcţionala J ı̂n raport cu coeficienţii reali d1, d2, · · · , dn şi se
obţine:

J (d01, d
0
2, · · · , d0n) = min

 b∫
a

R2(x, ỹ(x))dx


4. Se utilizează aceşti noi coeficienţi (d0k), care minimizează funcţionala (2.10) şi se

construieşte noul polinom:

Mn(x) =
n∑
k=0

dokx
k, n > 1

Teoremă 2.1.1. Polinomul Mn(x) construit utilizând algoritmul descris mai sus este
o soluţie slab ε aproximativă (̂ın sensul Definiţiei (3.1.1) pentru problema formată din
ecuaţia iniţială (2.1) şi condiţiile la frontieră (2.2).

Estimarea erorii

Teoremă 2.1.2. Se dă o ecuaţie diferenţială de tipul(2.1) ı̂mpreună cu condiţiile (2.2).
Dacă problema astfel construită admite soluţie unică, atunci maximul erorii pentru o
soluţie aproximativă determinată cu ajutorul MAPMP se calculează astfel:

E = max [|ẽ(x)|, a ≤ x ≤ b]

unde ẽ(x) este soluţia ecuaţiei

F (ẽ(α−1)(x), ẽ(α−2)(x), · · · , ẽ′(x), ẽ(x), x)− ẽ(α)(x)
+ỹ(α)(x)− F (ỹ(α−1)(x), ỹ(α−2)(x), · · · , ỹ′(x), ỹ(x), x) = 0.

(2.11)

având
ẽ(x) + ỹ(x)− y(x) = 0.

Remarcă 2.1.1. Pentru calculul erorii totale se foloseşte:

Ertot =

√√√√√ b∫
a

ẽ2(x)dx (2.12)

unde ẽ = y − ỹ

2.2 MAPMP pentru ecuaţii de tip Bagley-Torvik

În această secţiune se prezintă o aplicaţie a metodei MAPMP, descrisa ı̂n subcapi-
tolul 2.1, pentru rezolvarea unor ecuaţii cu derivate fracţionare de tip Bagley-Torvik.
Ecuaţiile Bagley-Torvik pot fi utilizate pentru descrierea mişcării unei plăci subţiri
rigide scufundate ı̂ntr-un lichid newtonian [20], [62], [89].

Ecuaţiei Bagley-Torvik cu condiţii la frontieră ı̂i este ataşat operatorul:

D(y(x)) = y′′(x) + A(x)y′(x) +B(x)Dαy(x) + C(x)y(x)− f(x), x ∈ [a, b]. (2.13)
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Se notează cu ỹ o soluţie aproximativă a ecuaţiei iniţiale şi ı̂nlocuind soluţia exactă
y cu această soluţie aproximativă se obţine restul:

R(x, ỹ(x)) = D(ỹ(x)), x ∈ [a, b], (2.14)

pentru ỹ fiind satisfăcute:

|R(x, ỹ(x))| < ε; ỹ(a) = µ1, ỹ(b) = µ2, ε ∈ R+

unde ε este ales astfel ı̂ncât eroarea calculată aşa cum este descris ı̂n secţiunea 2.1 să
nu depăşească o valoarea stabilită.

Se construieşte un polinom de forma:

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n, ai ∈ R, i = 0, n

care verifică condiţiile: Pn(a) = µ1 şi Pn(b) = µ2.
De asemenea, se construieşte o soluţie slab ε aproximativă, ı̂n sensul Definiţiei 2.1.2

ỹ(x) =
n∑
k=0

dkx
k, n > 1,

ı̂n care pentru determinarea coeficienţilor realid0, d1, · · · dn se parcurg următoarele
etape:

• ỹ fiind o soluţie aproximativă, restul devine (̂ınlocuind soluţia exactă y cu ỹ)

R(x, ỹ(x)) = Dαỹ(x) + A(x)ỹ′(x) +B(x)ỹ(x)− f(x) (2.15)

Cu ajutorul celor două condiţii la frontieră se obţin

do = µ1; d1 + d2 + · · ·+ dn = µ2 − µ1;

• Se ataşează funcţionala:

J (d1, d2, · · · , dn) =

b∫
a

R2(x, ỹ(x))dx. (2.16)

• Cu aceşti coeficienţi reali (d0k) care minimizează funcţionala (2.16) se construieşte
un nou polinom:

Mn(x) =
n∑
k=0

dokx
k, n > 1

care este o soluţie slab ε aproximativă pentru problema iniţială.
Rezultatele obţinute astfel sunt prezentate ı̂n articolul: ”Approximate solutions for

the Bagley-Torvik fractional equation with boundary conditions using the Polynomial
Least Squares Method” - ı̂n cadrul conferinţei ICCMAE din 23-24.05.2018. Această
lucrare conţine primele calcule care au fost făcute chiar la ı̂nceputul stagiului doctoral,
conferinţa ICCMAE fiind prima la care am participat. Articolul apărut ı̂n proceedings-
ul conferinţie a fost citat de A. M. Vargas ı̂n 2022 [116].

În cadrul articolului sunt prezentate comparativ rezultatele obţiunte pentru mai
multe ecuaţii de tip Bagley-Torvik rezolvate de alţi autori cu ajutorul mai multor
metode de aproximare.
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Exemplul 2.2.1. Se aplică aceeaşi metodă pentru problema:{
y′′(x) +D

3
2y(x) + y(x) = f(x)

y(0) = 0, y(1) = 1
, (2.17)

unde y : [0, 1]→ R este o funcţie absolut continuă, iar f(x) = 2 + 4 ·
√
x

π
+x2. Pentru

această problemă se cunoaşte soluţia exactă y(x) = x2 .

O soluţie aproximativă, cu eroare destul de mare este propusă de Celikerşi Kurulay
ı̂n [123], utilizând metoda ”Hibrid discontinuă Galerkin”.

Urmând algoritmul descris mai sus, cu ajutorul MAPMP se caută o soluţie de tip
polinomial ỹ(x) = d0 + d1 · x+ d2 · x2 + d3 · x3, soluţie care să ı̂ndeplinească condiţiile
la frontieră indicate, ỹ(0) = 0 şi ỹ(1) = 1. Astfel d0 = 0 şi d1 = 1 − d2 − d3 soluţia
aproximativă devenind ỹ(x) = (1− d2 − d3) · x+ d2 · x2 + d3 · x3.

Restul construit (de tip 2.15) este

R(ỹ) = d2 · (x · (x− 1)) + x · (1− x+ d3 · (5 + x2)) +
4
√
x · (d2 + 2 · d3 · x− 1)√

π

Pentru d2 = 1 şi d3 = 0 acest rest este nul, şi din nou soluţia aproximativă ỹ coincide
cu soluţia exactă indicată pentru aceasta problemă ỹ(x) = x2.

În cazul ı̂n care soluţia exactă a problemei nu este cunoscută (nu este indicată),
situaţie des ı̂ntâlnită ı̂n practică, folosind MAPMP, cu ajutorul restului R(ỹ) (de tip
2.15) se construieşte funcţionala J (d2, d3) de tip (2.16):

J (d2, d3) =

∫ 1

0

R2(ỹ)dx

Pentru a calcula cei doi coeficienţi reali d2 şi d3 se minimizează funcţionala şi se
determină punctele critice ca soluţii ale sistemului:

∂J

∂d2
= 0

∂J

∂d3
= 0

,

obţinându-se:

∂J

∂d2
=

707 · π · (2 · d2 + 3 · d3 − 2) + 1120 · (3 · d2 + 4 · d3 − 3)

210 · π
+

+
64 ·
√
π · (64 · d2 + 97 · d3 − 64)

210 · π
∂J

∂d3
=

24640 · (2 · d2 + 3 · d3 − 2) + 64 ·
√
π · (1067 · (d2 − 1) + 1860 · d3)

2310 · π
+

+
11 · π · (2121 · (d2 − 1) + 4400 · d3)

2310 · π
Singurul punct staţionar al sistemului astfel determinat este d2 = 1 şi d3 = 0.

Acest punct este unul de minim, deci d2 = 1 şi d3 = 0 conduc la minimul funcţionalei
J (d2, d3) găsind astfel soluţia aproximativă : ỹ(x) = x2, soluţie ce este chiar soluţia
exactă indicată pentru această problemă.
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Exemplul 2.2.2. În mod similar se rezolvă şi problema:{
y

′′
(x) +D0.3y(x) = f(x), x ∈ [0, 1]

y(0) = 0, y(1) = 1
(2.18)

unde

f(x) = −6x+ 2 + x3.7
(

6

Γ(3.7)
− x2.7 2

Γ(2.7)

)
şi pentru care soluţia exactă este y(x) = x2(1− x).

Folosind MAPMP se găseşte restul de forma (2.14) unde soluţia aproximativă ỹ(x)
a fost construită ca un polinom de grad trei de forma: ỹ(x) = d0 + d1x+ d2x

2 + d3x
3.

Din condiţiile la frontieră ỹ(0) = 0 şi ỹ(1) = 1 se determină d0 = 0 , d1 = −d2− d3
şi ỹ(x) = (−d2 − d3)x+ d2x

2 + d3x
3..

Se construieşte funcţionala J şi se minimizează ı̂n raport cu coeficienţii reali d2
şi d3. Cu ajutorul noilor coeficienţi astfel determinaţi se obţine soluţia aproximativă:

ỹ(x) = 9.515 · 10−10x+ 1 · x2 − 1 · x3.

În [7] Alkan aplică ”Sinc Colocation Method” şi determină o soluţie aproximativă
a acestei probleme. În Tabela 2.1 se prezintă eroarea comparativă a celor două soluţii
aproximative, găsite prin MAPMP, respectiv prin SCM, observându-se eficacitatea
metodei MAPMP.

x εSCM [7] εMAPMP

0.1 3.06× 10−3 2.46× 10−10

0.2 3.08× 10−4 7.24× 10−10

0.3 3.49× 10−3 1.32× 10−9

0.4 3.24× 10−3 1.94× 10−9

0.5 1.49× 10−4 2.47× 10−9

0.6 2.99× 10−3 2.80× 10−9

0.7 3.78× 10−3 2.82× 10−9

0.8 1.66× 10−3 2.43× 10−9

0.9 2.61× 10−4 1.53× 10−9

1 0 0

Tabela 2.1: Comparaţii ı̂ntre eroarea absolută obţinută ı̂n [7] prin SCM şi eroarea
obţinută prin MAPMP

Prin calcularea erorii totale aşa cum s-a specificat ı̂n paragraful anterior:

Ertot =

√√√√√ b∫
a

E2(x)dx

unde E = y − ỹ, se obţine: Ertot = 1.5217× 10−15.
Cu ajutorul acestor aplicaţii numerice se arată utilitatea metodei MAPMP pentru

determinarea soluţiilor analitice pentru problemele Bagley-Torvik, soluţii ce se deter-
mină cu o precizie ridicată. De asemenea tipul soluţiei (polinom), relativ uşor de
determinat, face ca metoda MAPMP să fie rapidă şi facil de utilizat.
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2.3 MAPMP pentru ecuaţii de tip Lane Emden

Tot cu ajutorul metodei MAPMP se determină şi soluţii analitice aproximative
pentru ecuaţii fracţionare de tip Lane-Emden.

Ecuaţia Lane-Emden este [68], [46] utilizată pentru modelarea fenomenelor ı̂n fizica
matematică, astrofizică şi mecanica celestă, cum ar fi comportamentul termic al unui
nor sferic de gaz sub atracţia reciprocă a moleculelor sale (conform Chandrasekhar
1967). Pentru aceste ecuaţii, parcurgând etapele din descrierea metodei MAPMP se
determină soluţii analitice aproximative de tip polinomial ỹ.

Exemplul 2.3.1.

Se consideră ecuaţia standard fracţionară Lane-Emden:

Dαy(x) +
2

x
·Dβy(x) + yp(x) = 0, x ∈ (0, 1], 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1, p ∈ N

(2.19)
ı̂mpreuna cu condiţiile:

y(0) = 1, y′(0) = 0. (2.20)

unde y : [0, 1]→ R, y absolut continuă pe [0, 1].
Pentru α = 2, β = 1 şi p = 5 se cunoaşte soluţia exactă a problemei:

ye(x) =

(
1 +

x2

3

)−1/2
.

În acest caz, se construieşte o soluţie aproximativă de tip polinom de grad opt.
Prin aplicarea metodei MAPMP obţinându-se:

ỹ(x) = 1−0.16667008728165014·x2+0.00010107837073407321·x3+0.040795516572604364·
x4 + 0.003462406437332758 · x5 − 0.018921294683195165 · x6 + 0.00849801417075113 ·
x7 − 0.0012402301506061635 · x8.

Figura 2.1 prezintă eroarea absolută aferentă soluţiei aproximative MAPMP, ca
diferenţă ı̂n valoare absolută ı̂ntre soluţia aproximativă şi cea exactă pentru α = 2,
β = 1, p = 5.

Figura 2.1: Eroarea absolută corespunzătoare soluţiei aproximative ỹ pentru problema
(2.19)-(2.20).
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Exemplul 2.3.2.

Se consideră ecuaţia fracţionară a sferelor de gaz izoterme care este o ecuaţie de
forma:

Dαy(x) +
2

x
·Dβy(x)− ey(x) = 0, x ∈ (0, 1], 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1 (2.21)

care ı̂ndeplineşte condiţiile iniţiale:

y(0) = 0, y′(0) = 0, (2.22)

unde y : [0, 1]→ R, y absolut continuă pe [0, 1].
Cu ajutorul algoritmului descris anterior se determină soluţia analitică aproxima-

tivă MAPMP
ỹ(x) = 0.166666696591 · x2 − 9.26057498353 × 10−7 · x3 − 0.00832560094 · x4 −

0.0000286566827·x5+0.000583936718·x6−0.0000550051331·x7−0.00001276697194·x8.
Gradul polinomului de aproximare se determină pornind de la eroarea care se

doreşte să fie obţinută. Cum nu se cunoaşte o soluţie exactă pentru acest tip de ecuaţie,
pentru a compara soluţia aproximativă MAPMP ỹ cu cele anterioare, se calculează
pentru fiecare soluţie aproximativă erorile absolute. Se definesc erorile ca diferenţe
(̂ın modul) ı̂ntre valorile soluţiei aproximative şi ale soluţiilor numerice prezentate ı̂n
literatură.

Tabelul 2.2 prezintă comparaţii ı̂ntre valorile erorilor absolute corespunzătoare MA-
PMP cu cele corespunzătoare Metodei Haar Adomian (HAdM) propusă de Saeed [104]
ı̂n 2017, Tehnica de Aproximare fracţionară (FAT) propusă de Mirza [79] ı̂n 2009, o
soluţie de serie de puteri accelerată (APSS) propusă de Nouh [82] ı̂n 2004 şi o soluţie
de serii de puteri (PSS) propusă de Hunter [60] ı̂n 2001.

x εHAdM [104] εFAT [79] εAPSS [82] εPSS [60] εMAPMP

0.1 3.386× 10−8 6.583× 10−5 1.493× 10−2 6.583× 10−5 9.055× 10−11

0.2 3.289× 10−8 5.336× 10−5 2.664× 10−2 1.533× 10−4 1.416× 10−10

0.3 1.672× 10−8 3.288× 10−5 3.506× 10−2 4.328× 10−4 2.290× 10−10

0.4 2.366× 10−8 1.445× 10−4 4.014× 10−2 1.155× 10−3 3.378× 10−10

0.5 4.270× 10−8 4.460× 10−4 4.214× 10−2 2.653× 10−3 6.976× 10−11

0.6 2.523× 10−8 8.559× 10−4 4.105× 10−2 5.344× 10−3 3.203× 10−10

0.7 4.235× 10−9 1.574× 10−3 3.687× 10−2 9.726× 10−3 1.210× 10−11

0.8 4.682× 10−8 2.613× 10−3 2.991× 10−2 1.638× 10−2 2.890× 10−10

0.9 2.425× 10−8 4.001× 10−3 2.020× 10−2 2.599× 10−2 9.922× 10−12

1 2.247× 10−8 5.772× 10−3 7.772× 10−3 3.902× 10−2 5.838× 10−12

Tabela 2.2: Comparaţie ı̂ntre erorile absolute ale soluţiilor aproximative pentru ecuaţia
sferei izoterme de gaz pentru α = 2, β = 1.

Având aceste rezultate pentru cazul α = 2, β = 1, se calculează ı̂n acelaşi mod,
aproximările alegându-le tot de tip polinom de grad 8, şi soluţii analitice aproximative
MAPMP pentru diverse valori ale lui α şi β.
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2.4 MAPMP pentru Probleme de control optimal

Aplicând acceaşi metodă MAPMP se determină soluţii analitice aproximative pen-
tru probleme de contol optimal care se pot reduce la forma:

y′′ = F (y′, y, x).

Se consideră legea de control optimal

u : [0, xf ] ⊂ R+ → R

care minimizează performanţa funcţionalei:

J =

∫ xf

0

F (y, u, x)dx (2.23)

unde ecuaţia de stare este:
y′ = f(y, u, x) (2.24)

iar variabila de stare y satisface condiţiile y(0) = y0 şi y(xf ) = yf .
Se consideră ı̂ndeplinită condiţia F de clasă C1 ceea ce ı̂nseamnă că soluţia proble-

mei de control optimal există şi este unică pentru anumite condiţii date (cunoscute).
Se observă că legea de control optimal u se poate exprima (cu ajutorul 2.24) ı̂n

funcţie de variabila de stare y.
Astfel rezolvarea problemei de control optimal (2.23) revine la rezolvarea unei pro-

bleme de calcul variaţional, de determinare a minimului funcţionalei:

J =

∫ xf

0

G(x, y, y′)dx (2.25)

cu
y(0) = y0, y(xf ) = yf (2.26)

unde relaţia (2.25) se obţine din (2.23) substituind expresia lui u ca funcţie de y.
Condiţia necesară pentru unicitatea soluţiei problemei (2.25, 2.26) este ca y să

satisfacă ecuaţia Euler-Lagrange :

∂G

∂y
=

d

dx

(
∂G

∂y′

)
, (2.27)

şi se obţine astfel problema de control optimal sub forma:

y′′ = F (y′, y, x). (2.28)

Pentru aplicarea metodei MAPMP se defineşte operatorul:

D(y) = y′′ −F (y′, y, x) (2.29)

şi dacă se notează cu ỹ o soluţie aproximativă de tip polinomial a ecuaţiei (2.28),
eroarea ce se obţine prin inlocuirea soluţiei exacte y cu această soluţie aproximativă
determină un rest de forma:

R(x, ỹ) = D(ỹ), x ∈ [0, xf ]. (2.30)
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care conduce la :
R(x, ỹ) = ỹ′′ −F (ỹ′, ỹ, x) (2.31)

Se construieşte funcţionala:

J (d2, d3 · · · , dm) =

∫ xf

0

R2(x, ỹ)dx (2.32)

Se minimizează funţionala J ı̂n raport cu coeficienţii reali d2, d3 · · · , dm. Valorile
obţinute ı̂n urma minimizării reprezintă coeficienţii noului polinom care reprezintă
soluţia analitică aproximativă a probemei de control optimal date iniţial.

Exemplul 2.4.1.

O aplicaţie numerică pentru procedeul descris este determinarea soluţiei analitice
pentru problema de tipul

min
u(x)

∫ 1

0

[(2− y(x))2 + u2(x)]dx, x ∈ [0, 1] (2.33)

unde ecuaţia de stare este:

y′(x) = u(x)− 1

4

√
y(x) (2.34)

condiţiile la frontieră fiind:
y(0) = 0, y(1) = 2 (2.35)

unde y : [0, 1]→ R, y absolut continuă pe [0, 1].
Pentru această problemă de control optimal este dată ı̂n [15] soluţia:

y(x) =
e−x(−e− 63e2 − 63ex + 63e2x + 63e2+x + e1+2x)

32(−1 + e2)

În vederea aplicării MAPMP se parcurg urmatorele etape:
1. Se foloseşte (2.34) şi de obţine legea de control optimal u ı̂n funcţie de variabila

de stare y:

u(x) = y′(x) +
1

4

√
y(x) (2.36)

Se inlocuieşte expresia lui u ı̂n problema iniţială, de unde rezultă următoarea pro-
blemă de calcul variaţional, de determinare a minimului funcţionalei:∫ 1

0

[(2− y(x))2 + (y′(x) +
1

4

√
y(x))2(x)]dx (2.37)

ı̂mpreuna cu condiţiile la frontieră y(0) = 0, y(1) = 2.
2. Ecuaţia Euler Lagrange corespunzătoare este:

y′′(x)− y(x) +
63

32
= 0 (2.38)

3. Pentru ecuaţia (2.38) se construieşte prin utilizarea procedeului MAPMP descris
anterior, o soluţie aproximativă polinomială de grad 9 astfel:
ỹ(x) = d0 + d1 · x+ d2 · x2 + d3 · x3 + d4 · x4 + d5 · x5 + d6 · x6 + d7 · x7 + d8 · x8 + d9 · x9.
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Din condiţiile la frontieră rezultă: d̃0 = 0 şi d1 = 2−d2−d3−d4−d5−d6−d7−d8−d9.
Restul corespunzător obţinut ı̂nlocuind soluţia exacată cu soluţia aproximativă este:

R(x) = −63

16
− 2 · (2 · d2 + 6 · d3 · x+ 12 · d4 · x2 + 20 · d5 · x3 + 30 · d6 · x4 + 42 · d7 ·

x5 + 56 · d8 · x6 + 72 · d9 · x7) + 2 · ((2− d2 − d3 − d4 − d5 − d6 − d7 − d8 − d9) · x+ d2 ·
x2 + d3 · x3 + d4 · x4 + d5 · x5 + d6 · x6 + d7 · x7 + d8 · x8 + d9 · x9).

Minimizând funcţionala de tip (2.32) J ı̂n raport cu coeficienţii reali (d2, d3 · · · , d9),
se obţine soluţia analitică aproximativă, de tip polinomial:

ỹ(x) = 2.6116294098342 · x + 0.9843749991096 · x2 + 0.43527154661696 · x3 +
0.08203105649571·x4+0.021762704663334·x5+0.0027321111314777·x6+0.0005146366961518·
x7 + 0.0000454584242327 · x8 + 0.000005327350329483 · x9.

4. Din ecuaţia:

ũ(x) = ỹ′(x) +
1

4

√
ỹ(x)

şi din expresia lui ỹ se determină uşor ũ.
Tabelul 2.5 prezintă erorile absolute (ca modul al diferenţei ı̂ntre valoarea exactă

şi valoarea aproximativă) corespunzătoare aproximărilor pentru variabila de stare ỹ şi
pentru legea de control optimal ũ obţinute utilizând metoda MAPMP.

x εỹ MAPMP εũ MAPMP

0 0 4.440 · 10−16

0.1 2.317 · 10−13 2.194 · 10−11

0.2 6.393 · 10−13 1.921 · 10−11

0.3 1.423 · 10−12 7.726 · 10−12

0.4 7.804 · 10−14 2.682 · 10−11

0.5 1.620 · 10−12 1.299 · 10−12

0.6 2.264 · 10−13 2.589 · 10−11

0.7 1.334 · 10−12 9.465 · 10−12

0.8 6.727 · 10−13 1.677 · 10−11

0.9 1.718 · 10−13 2.004 · 10−11

1.0 2.220 · 10−16 0

Tabela 2.3: Erorile absolute pentru aproximările variabilei de stare ỹ şi a legii de
control optimal ũ obţinute utilizând MAPMP

2.5 MAPMP pentru ecuaţii integro-diferetiale ne-

liniare de tip Fredholm Volterra

În acest subcapitol sunt prezentate rezultatele obţinute aplicând MAPMP pentru
determinarea soluţiilor analitice aproximative pentru ecuaţii integro-diferetiale nelini-
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are de tip Fredholm Volterra de forma:

n∑
j=0

pj(x) · y(j)(x) = f(x) + λ1 ·
x∫
a

k1(x, s) · g1(s, y(s), y′(s)) ds

+λ2 ·
b∫

a

k2(x, s) · g2(s, y(s), y′(s)) ds, x ∈ [a, b]

(2.39)
pentru care se cunosc condiţii de tipul

n−1∑
j=0

[
αij · y(j)(a) + βij · y(j)(b)

]
= µi, i = 0, ..., n− 1. (2.40)

unde a, b, λ1, λ2 sunt constante, iar pj (j = 0, ..., n), y, f , k1, k2, g1, g2 sunt funcţii
reale continue pe intervalul [a, b].

Ecuaţia de mai sus este una foarte generală cuprinzând atât ecuaţii Fredholm cât
şi Volterra, liniare şi neliniare, integro-diferenţiale dar şi ecuaţii integrale.

Cu câteva excepţii, pentru acest tip de ecuaţii nu se poate determina soluţia exactă,
fiind prezentate ı̂n literatură doar soluţii numerice sau soluţii analitice aproximative.
De o mai mare utilitate este determinarea unei soluţii analitice si binêınteles una cu
o aproximare cât mai bună, cu o eroare cât mai micâ, cât mai apropiată de soluţia
exactă. Pentru determinarea acestor soluţii aproximative s-au utilizat diverse metode
dintre care menţionez doar câteva: metoda dezvoltarii ı̂n serii Taylor [73, 118], meto-
dele Tau [58, 59], metoda Perturbarilor omotopice [50], metoda polinoamelor Bessel
[121], metodele Legendre [67], metoda matriceală Bernoulli [17], metoda Haar Wavelet
[105, 9, 61], metodele Collocation [78, 39], metoda operatorilor Bernstein-Kantorovich
[28], metoda Cattani [72], metoda iteraţiilor variaţionale [106], metoda polinoamelor
Bernstein [2], metode utilizând transformari diferenţiale [14].

Pentru determinarea unei soluţii analitice aproximative de tip polinomial cu ajuto-
rul metodei MAPMP se parcurg etapele descrise ı̂n secţiunea 2.1 pentru ecuaţia (2.39)
ı̂mpreună cu condiţii de tipul (2.40).

Exemplul 2.5.1. Ecuaţie integro-diferenţială liniară de ordin 2, de tip Fredholm.

Pentru o ecuaţie integro-diferenţială liniară de ordin 2, de tip Fredholm [58]:

y′′(x) = y(x)− 4

π
·

π∫
0

y(s) cos(x− s) ds,

y(0) = 1, y′(π) = 0.

(2.41)

unde y : [0, 1] → R, y absolut continuă pe intervalul [0, 1], se cunoaşte soluţia exactă,
conform [58], ye(x) = cos(x).

În acest caz, pentru a aplica MAPMP se alege o soluţie aproximativă polinomială
de grad cinci:

ỹ(x) = c0 + c1 · x+ c2 · x2 + c3 · x3 + c4 · x4 + c5 · x5

Cu ajutorul condiţiilor iniţiale se determină coeficienţii c0 = 1 şi
c1 = −2πc2 − 3π2c3 − 4π3c4 − 5π4c5, ı̂n funcţie de coeficienţii c2, c3, c4 şi c5.
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Se obţine restul:

R(x, ỹ(x)) = R(x, c2, c3, c4, c5) =
1

π
(c2(−x2 + 2πx+ 2)− x3(c3 − 20c5)+

3(2 + π2)c3x+ π3x(4c4 + 5πc5)− c4x4 + 12c4x
2 − c5x5 − 1)− 4 sin(x)((4 + π2)c2+

6π(c3 − 20c5) + 2π3(c3 + 2(5 + π2)c5) + 3(−16 + 4π2 + π4)c4 − 2)+
4 cos(x)(2π(c2 + 2(6 + π2)c4) + 3(4 + π2)c3 + 5(−48 + 12π2 + π4)c3).

Cu ajutorul metodei MAPMP se construieşte funcţionala J (c2, c3, c4, c5).
Minimizând această funcţională ı̂n raport cu c2, c3, c4 şi c5 se obţin coeficienţii

c2 = −0.495256234419017, c3 = −0.014423630344293588,
c4 = 0.0570671588506153, c5 = −0.00726601260392728.

′

În mod similar, se determină soluţiile MAPMP alegând pentru soluţia ỹ polinoame
de grad 7 şi grad 9.

Tabelul 2.4 conţine comparaţii ı̂ntre erorile absolute corespunzătoare soluţiilor de-
terminate prin metoda Tau şi cele obţinute aplicând MAPMP cu polinoame de diverse
grade (grad 5, 7 şi 9).

x εTAU [58] εMAPMP gr. 5 εMAPMP gr. 7 εMAPMP gr. 9

0 0 0 0 0

0.3 1.070× 10−6 1.369× 10−4 4.933× 10−7 3.500× 10−9

0.7 5.452× 10−6 4.566× 10−6 1.478× 10−6 6.276× 10−9

0.99 3.847× 10−3 2.056× 10−4 6.660× 10−7 3.966× 10−9

1.19 4.273× 10−3 2.328× 10−4 1.932× 10−6 8.115× 10−9

1.49 4.591× 10−3 6.864× 10−4 7.601× 10−7 5.214× 10−9

1.97 7.285× 10−4 2.352× 10−4 1.881× 10−6 7.227× 10−9

2.27 6.066× 10−4 1.407× 10−4 4.163× 10−7 8.899× 10−9

2.66 1.771× 10−3 1.238× 10−4 8.749× 10−7 5.308× 10−9

3.06 3.173× 10−4 3.749× 10−6 3.332× 10−7 2.236× 10−9

Tabela 2.4: Comparatie privind eroarea absolută a soluţiilor aproximative pentru
Exemplul 2.5.1.

În lucrarea prezentată de Hoseini şi colaboratorii [58], soluţia constă din 7 po-
linoame de grad 5, fiecare din ele determinate pe câte o fracţiune din domeniul de
definiţie. În cazul metodei MAPMP, soluţia de tip polinomial este reprezentată de un
unic polinom pe ı̂ntreg domeniul de definiţie, ceea ce face ca soluţia sa fie obţinută
mai rapid şi mai uşor. De asemenea precizia soluţiei determinată cu MAPMP este mai
mare. Cu ajutorul rezultatelor din Tabelul 2.4 se poate observa şi că eroarea descreşte
odată cu creşterea gradului polinomului de aproximare.

Prin stabilirea unei limite pentru eroarea de care suntem interesaţi, ı̂ncă de la
ı̂nceput, se determină gradul polinomului de aproximare utilizat ı̂n stabilirea formei
soluţiei aproximative căutate.

26



Exemplul 2.5.2. Ecuaţie integro-diferenţială de tip Volterra

În acest exemplu se consideră o ecuaţie integro-diferenţială Volterra ı̂mpreună cu
o condiţie iniţială [57]:

y(x) +

x∫
0

sin(x− s)y(s)y′(s) ds = 2x3 + x2 − 12x+ 12 sin(x),

y(0) = 0.

(2.42)

cu y : [0, 1]→ R, y absolut continuă pe [0, 1]. Pentru această problemă este cunoscută
soluţia exactă ye(x) = x2.
Din algoritmul MAPMP, utilizând ca polinom de aproximare un polinom de grad 2
(soluţia exactă cunoscută fiind polinom de grad doi), ỹ(x) = c2x

2 + c1x + c0 se obţin
coeficienţii c0 = c1 = 0 şi c2 = 1, astfel că soluţia aproximativă ỹ este chiar ỹ(x) = x2,
care coincide cu soluţia exactă prezentată.

Soluţia aproximativă ybp determinată ı̂n [57] pe baza unui procedeu bazat pe funcţii
hibride conduce la erori cuprinse ı̂ntre 10−4 şi 10−6 .

2.6 Comentarii bibliografice

În acest capitol este descrisă Metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor
mai mici pătrate aşa cum a fost ea prezentată de profesorii Bota şi Caruntu ı̂n 2012
ı̂n lucrarea ε-Approximate polynomial solutions for the multi-pantograph equation with
variable coefficients [27], lucare citată de 13 ori de diverşi autori ı̂n jurnale de spe-
cialitate. Ulterior tot Prof. Bota a publicat ı̂n 2013 lucrarea [35] cu 37 de citări in
jurnale internaţionale de matematică de la apariţie pâna in 2022, lucrare ı̂n care aplică
MAPMP pentru probleme neliniare de tip Lane-Emden.

În cele cinci subcapitole ce urmează descrierii metodei am ilustrat utilitatea metodei
prin aplicarea sa in determinarea soluţiilor pentru ecuaţii de tip Bagley-Torvik, Lane-
Emden, probleme de control optimal şi ecuaţii integro-diferenţiale de tip Fredholm-
Volterra şi am prezentat comparativ rezultatele obţinute şi de alţi autori utilizând alte
metode de aproximare.

Principale rezultate originale prezentate in Teorema 2.1.1, Teorema 2.1.2 şi Re-
marca 2.1.1 au aparut publicate ı̂n [87]. De asemenea, rezultatele originale din partea
de exemple numerice au fost prezentate ı̂n cadrul conferinţei ICCMA din mai 2018 si
au apărut publicate ı̂n articolul [87] cu citare ı̂n 2022 din partea unor autori străini, ı̂n
jurnal cotat ISI. De asemenea, a fost publicat in 2019 articolul [29],̂ın care am prezentat
utilitatea metodei ı̂n rezolvarea ecuaţiilor de tip Lane-Emden. Articolul a fost citat de
sase ori ı̂n jurnale de specialitate internaţionale de autori străini preocupaţi de deter-
minarea soluţiior aproximative pentru ecuaţii cu derivate fracţionare. În anul 2021 au
fost publicate in articolul [19] rezultatele obţinute aplicând metoda de aproximare po-
linomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate ı̂n cazul ecuaţiilor integro-diferenţiale de tip
Fredholm-Volterra, articolul având pâna acum 2 citări ı̂n reviste cu factor de impact,
din partea unor autori străini.
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Capitolul 3

Metoda de aproximare polinomială
ı̂n sensul celor mai mici pătrate
aplicată pe diviziuni ale domeniului
de definiţie

3.1 Descrierea metodei (MAPMPDI)

Se consideră ecuaţia:

A · y′′(x) +B(x) ·Dαy(x) = f(x, y(x), Dβy(x), y′(x)), (3.1)

cu y : [a, b]→ R, y absolut continuă pe intervalul [a, b], α ∈ (1, 2], β ∈ (0, 1], căreia i
se asociază:

y(a) = µ0, ν1 · y′(a) + ν2 · y(b) = µ1 (3.2)

unde µ0, µ1, ν1 şi ν2 sunt constante (pentru ν1 = 0 se obţin condiţii la frontieră, iar
pentru ν2 = 0 se obţin condiţii iniţiale). A ∈ R, B şi f sunt funcţii reale date astfel
ı̂ncât pentru problema (3.1-3.2) să fie satisfăcute condiţiile de existenţă şi unicitate a
soluţiei.

În ecuaţia (3.1) Dα şi Dβ reprezintă derivata fracţionară ı̂n sens Caputo de ordin
α, respectiv β, conform Definiţiei ??.

Pentru determinarea soluţiei analitice aproximative a problemei (3.1-3.2) se aplică
o metodă de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate aplicată unei
diviziuni a intervalului de definiţie - (MAPMPDI).

Etapele necesare pentru aplicarea acestei metode sunt prezentate mai jos.
Pentru ı̂nceput intervalul de definiţie I = [a, b] se ı̂mparte ı̂n M + 1 subintervale de

lungime egală. Se obţine diviziunea:

∆i : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xM−1 < xM = b.

Ecuaţiei (3.1) i se ataşează operatorul:

D(y(x)) = A · y′′(x) +B(x) ·Dαy(x)− f(x, y(x), Dβy(x), y′(x)) (3.3)

şi se notează cu ỹ o soluţie aproximativă a ecuaţiei (3.1).
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Se ı̂nlocuieşte apoi ı̂n expresia lui D de mai sus, soluţia exactă cu soluţia aproxi-
mativă şi se obţine restul, care se notează ı̂n continuare R

R(x, ỹ(x)) = D(ỹ(x)) (3.4)

Definiţie 3.1.1. Se numeşte ε-soluţie aproximativă a problemei (3.1-3.2) soluţia
polinomială aproximativă ỹ, care satisface relaţiile

|R(xi, ỹ(xi))| < ε, ∀i = 0,M (3.5)

ỹ(a) = µ0, ν1 · ỹ′(a) + ν2 · ỹ(b) = µ1 (3.6)

Definiţie 3.1.2. Fie şirul de polinoame

PN(x) =
N∑
k=0

ckx
k, ck ∈ R, k = 0, N (3.7)

Acest şir PN(x) converge la soluţia problemei (3.1-3.2) dacă are loc:

lim
N→∞

D(PN(x)) = 0. (3.8)

.

Algoritmul metodei MAPMPDI

În sensul Definiţiei 3.1.1, se construieşte o ε - soluţie aproximativă (polinomială)
pentru problema (3.1-3.2) urmând etapele:

• Etapa 1 - se construieşte o soluţie aproximativă polinomială de tipul

TN(x) =
N∑
k=0

c̃kx
k, (3.9)

care ı̂n plus să satisfacă şi condiţiile:

TN(a) = µ0, ν1 · T ′N(a) + ν2 · TN(b) = µ1, (3.10)

Calculcul coeficienţilor c̃k este descris ı̂n continuare:

• Etapa 2 - din cele două condiţii (3.10) se obţin c̃0 şi c̃1 ı̂n funcţie de c̃2, c̃3 · · · c̃N ,
astfel că polinomul TN(x) depinde de x şi c̃2, c̃3, · · · , c̃N .

• Etapa 3 - se ataşează problemei (3.1-3.2) funcţionala:

F (c̃2, c̃3, · · · , c̃N) =
M∑
i=0

R2(xi, TN(xi)) = (3.11)

=
M∑
i=0

(
A · T ′′N(xi) +B(x) ·DαTN(xi)− f(x, TN(xi), D

βTN(xi), T
′
N(xi))

)2
.

• Etapa 4 - se minimizează funcţionala descrisă la (3.11) ı̂n raport cu toţi coeficien-
ţii săi reali (c̃2, c̃3, · · · , c̃N) şi se obţin noii coeficienţi notaţi c̃02, c̃

0
3 · · · c̃0N .
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• Etapa 5 - cu c̃02, c̃
0
3 · · · c̃0N astfel determinaţi, ţinând cont de condiţiile la frontieră

se obţin valorile finale pentru c̃0 şi c̃1.

• Etapa 6 - se ı̂nlocuiesc valorile c̃00, c̃
0
1, c̃

0
2, c̃

0
3 · · · c̃0N astfel calculate ı̂n expresia

polinomului TN(x) şi se notează cu T 0
N(x) =

N∑
k=0

c̃0k ·xk soluţia analitică (apro-

ximativă, de tip polinomial) obţinută cu ajutorul metodei MAPMPDI, pentru
problema (3.1-3.2).

Are loc următoarea teoremă de convegenţă:

Teoremă 3.1.1. Polinoamele TN(x) satisfac relaţia:

lim
N→∞

R2(xi, TN(xi)) = 0, ∀ i = 0,M (3.12)

Estimarea erorii

Teoremă 3.1.2. Problema formată din ecuaţia diferenţială (3.1) şi condiţiile (3.2),
dacă admite soluţie unică, atunci se determină maximul erorii pentru o soluţie apro-
ximativă calculată aplicând MAPMPSI astfel:

E = max [|ẽ(x)|, a ≤ x ≤ b]

unde ẽ(x) este diferenţa dintre soluţia exactă şi soluţia aproximativă a problemei.

3.2 MAPMPDI pentru ecuaţii Bagley-Torvik ge-

neralizate de ordin fracţionar

Metodă (MAPMPDI) descrisă ı̂n paragraful anterior este utilizată pentru determi-
narea soluţiei analitice aproximative pentru o problemă de tipul (3.1-3.2), mai multe
rezultate numerice fiind prezentate ı̂n continuare.

Exemplul 3.2.1. Pentru ecuaţia Bagley-Torvik generalizată [44], [70] cu y : [0, 1]→ R, y
absolut continuă pe intervalul [0, 1]

y′′(x) + x
1
2 ·Dαy(x) +By(x) = −x

1
3 · y′(x)− x

1
4 ·Dβy(x)− x

1
5y(x) + f2(x) (3.13)

şi condiţiile: y(0) = 2, y′(0) = 0, unde:

f2(x) = 1− x
1
2

Γ(3− α)
· x2−α − x 1

3 · x− x
1
4

Γ(3− β)
· x2−β + x

1
5 · (2− 1

2
· x2),

α = 1.234, β = 0.333

se cunoaşte soluţia exactă y(x) = 2− 1

2
· x2.

Soluţii aproximative pentru această problemă, cu eroare mai mare de 10−4 a fost
propusă de El-Mesiry ı̂n [44] iar cu eroare mai mare de 10−5 de Li ı̂n [70].

Aplicând MAPMPDI se obţine o soluţie analitică aproximativă pentru ecuaţia
(3.13), cu x ı̂n intervalul [0, 1].

Etapele metodei MAPMPDI pentru acest exemplu sunt:
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Etapa 1: Se alege soluţia aproximativă ỹ de tip polinomial (pentru acest exemplu,
polinom de gradul 2, soluţia exactă indicată fiind polinom de acest grad)

ỹ(x) = c̃0 + c̃1x+ c̃2x
2

Etapa 2: Din cele două condiţii date ı̂n ipoteză se determină: c̃0 = 2, c̃1 = 0
soluţia aproximativă devenind:

ỹ(x) = 2 + c̃2x
2.

Etapa 3: Restul corespunzător (3.4), obţinut este:

R(ỹ) = c̃2

(
2x4/3 + x11/5 +

1000x633/500

383Γ
(
383
500

) +
2000000x1917/1000

1111889Γ
(

667
1000

) + 2

)
+x4/3 +

x11/5

2
+

x633/500

Γ
(
883
500

) +
x1917/1000

Γ
(
2667
1000

) + 1.

Se consideră cea mai simplă diviziune a intervalului de definiţie [0, 1] şi anume: ∆1:
0 = x0 < x1 = 1, şi se ataşează funcţionala (3.11)

F (c̃2) =
1∑
i=0

R2(xi, T1(xi)).

Etapa 4: Pentru determinarea minimului funcţionalei F (c̃2) se calculează punctele
staţionare (tot cu Wofram Mathematica). Astfel c̃2 = 1

2
este şi punctul de minim.

Etapa 5: În cazul acestei probleme nu este nevoie să fie aplicată Etapa 5 descrisă ı̂n
algoritmul de aplicare al metodei MAPMPDI, deorece avem găsiti deja toţi coeficienţii
c̃0, c̃1 şi c̃2.

În final, in Etapa 6 se ı̂nlocuiesc coeficienţii c̃0 = 2, c̃1 = 0 şi c̃2 = 1
2

ı̂n expresia
iniţială a lui ỹ(x), şi se observă că se obţine soluţia exactă indicată ỹ(x) = 2− 1

2
· x2.

În cazul acestei probleme, se observă că se poate alege orice diviziune ∆M a inter-
valului de definiţie, deoarece restul (3.4) ne conduce mereu la acelaşi punct staţionar
c̃2 = 1

2
indiferent cât de mare ar fi numărul M (numărul de subdiviziuni alese).

3.3 MAPMPDI pentru o clasă de ecuaţii neliniare,

cu derivate parţiale de ordin fracţionar

Rezultatele obţinute astfel au fost publicate ı̂n articolul: C.Bota, B. Căruntu, D.
Tucu, M. Lăpădat, M.S. Paşca: A Least Squares Differential Quadrature Method for
a Class of Nonlinear Partial Differential Equations of Fractional Order, Mathematics
2020 , Volume 8, Issue 8, pag. 1336- 1348, [19]

MAPMPDI utilizată ı̂n rezolvarea unor ecuaţii cu derivate parţiale cu derivata
temporală fracaţionară de tip Caputo:

Dα
t y(x, t) = f(y, yx, yxx), t > 0, (x, t) ∈ D (3.14)
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unde n − 1 < α ≤ n, n ∈ N∗, D = [a, b] × [c, d] cu a, b, c, d constante reale, f funcţie
continuă şi Dα

t derivată fracţionară ı̂n sens Caputo de ordin α definită astfel:

Dα
t y(x, t) =


1

Γ(n− α)
·
t∫
0

(t− ζ)−(α−n+1) · ∂
ny(x, ζ)

∂tn
dζ, n− 1 < α < n,

∂ny(x, ζ)

∂tn
, n = α, n ∈ N∗

. (3.15)

Ecuaţia (3.14) ı̂mpreună cu condiţiile

y(x, 0) = f0(x), yt(x, 0) = fd0(x) (3.16)

unde f0 şi fd0 sunt funcţii continue, date astfel ı̂ncât să fie satisfăcute condiţiile de
existenţă şi unicitate a soluţiei, formează problema pentru care se determină o soluţie
analitică aproximativă utilizând metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai
mici pătrate aplicată pe diviziuni ale domeniului de definiţie.

În acest caz, de ecuaţii cu derivate parţiale, metoda MAPMPDI se aplică astfel:
Pentru discretizarea numerică a domeniului de definiţie D [107] se consideră o

partiţie formată din N şi M noduri ı̂n direcţia x respectiv t. De asemenea, se consideră
că funcţiile f , f0 şi fd0 satisfac condiţiile necesare astfel ı̂ncât problema (3.14-3.16) să
admită o unică soluţie.

Problemei (3.14 - 3.16) i se ataşează operatorul:

D(y(x, t)) = Dα
t y(x, t)− f(y(x, t), yx(x, t), yxx(x, t)),

n− 1 < α ≤ n, (x, t) ∈ D = [a, b]× [c, d], n ∈ N∗
(3.17)

Se construieşte ỹ o soluţie aproximativă a ecuaţiei (3.14). Eroarea care se obţine
ı̂nlocuind soluţia exactă y a problemei cu această soluţie aproximativă este dată de
restul:

R(x, t, ỹ(x, t)) = D(ỹ(x, t)) (3.18)

Definiţie 3.3.1. Se numeşte o soluţie ε - aproximată a problemei (3.14-3.16) o
soluţie aproximativă de tip polinomial ỹ care satisface următoarea relaţie (̂ın fiecare
din nodurile construite pe domeniul de definiţie) :

|R(xi, tj, ỹ(xi, tj))| < ε, i = 0, N, j = 0,M (3.19)

ỹ(xi, 0) = f0(xi), ỹt(xi, 0) = fd0(xi) (3.20)

Definiţie 3.3.2. Se consideră şirul format din polinoamele:

PN,M(x, t) =
N∑
i=0

M∑
j=0

cijx
itj, cij ∈ R, i = 0, N, j = 0,M (3.21)

Acest şir converge la soluţia problemei (3.14-3.16) dacă are loc:

lim
N,M→∞

D(PN,M(x, t)) = 0 (3.22)
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Şirul astfel construit (3.21), satisface relaţiile:

PN,M(x, 0) = f0(x), (PN,M)t(x, 0) = fd0(x) (3.23)

Astfel, am determinat o soluţie polinomială de tipul:

TN,M(x, t) =
N∑
i=0

M∑
j=0

c̃ijx
itj, (3.24)

ı̂n care coeficienţii c̃ij se calculează urmând algoritmul

• Se ataşează problemei (3.14-3.16) funcţionala:

J (c00, c10, ..., cN0, c01, ..., cN1, ..., c0M , ..., cNM) =
N∑
i=0

M∑
j=0

R2(xi, ti, ỹ(xi, tj)),

(3.25)
ı̂n care coeficienţii c00, c10, ..., cN0 şi c01, c11, ..., cN1 se calculează rezolvând siste-
mul liniar obţinut din condiţiile iniţiale astfel:

- din prima condiţie iniţială se obţine:

PN,M(x, 0) = c00 + c10 · x+ c20 · x2 + ...+ +cN0 · xN = f0(x). (3.26)

Impunând ca relaţia să fie satisfăcută ı̂n nodurile (x0, 0), (x1, 0), ..., (xN , 0) se
obţine un sistem liniar de N + 1 ecuaţii cu N + 1 necunoscute. Acest sistem va
avea soluţia unică c00, c10, ..., cN0, astfel se determină aceşti N + 1 coeficienţi.

- din cea de a doua condiţie iniţială se obţine:

∂

∂t
PN,M(x, 0) = c01 + c11 · x+ c21 · x2 + ...+ +cN1 · xN = fd0(x). (3.27)

Din nou impunând condiţia ca relaţia să fie satisfăcută ı̂n fiecare nod cores-
punzător, se obţine un sistem liniar care va avea soluţie unică c01, c11, ..., cN1.

Astfel funcţionala J din relaţia (3.25) este o funcţie de c02, c12, ..., cN2;
c03, ..., cN3; ..., c0M , ..., cNM variabile reale care se vor determina in felul următor:

• Se minimizează funcţionala (3.25) ı̂n raport cu fiecare din variabilele sale şi se
obţin coeficienţii notaţi c̃02, c̃12, ..., c̃N2, c̃03, c̃13, ..., c̃N3, ..., c̃0M , c̃1M , ..., c̃NM .

Aceştia sunt coeficienţii cu ajutorul cărora se determină soluţia polinomială de
tipul (3.24).

Are loc următoarea teoremă de convergenţa :

Teoremă 3.3.1. Şirul polinoamelor TN,M(x, t) satisface proprietatea:

lim
N,M→∞

R(xi, ti, TN,M(xi, ti)) = 0 (3.28)

Astfel se obţine soluţia analitică aproximativă de tip polinomial, cu ajutorul me-
todei MAPMPDI.

În continuare sunt prezentate exemple numerice rezolvate ı̂n acest fel, exemple care
se regăsesc şi ı̂n articolul menţionat la ı̂nceputul acestei secţiuni.
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Exemplul 3.3.1. Pentru ecuaţia neliniară, cu derivate parţiale, având derivată fracţionară
ı̂n raport cu timpul, se consideră problema:Dα

t y(x, t) + y(x, t) · ∂y
∂x

(x, t) = x+ x · t2, 0 < α ≤ 1

y(x, 0) = 0
(3.29)

cu (x, t) ∈ D = [0, 1.5]× [0, 1.5].
Problema admite soluţie unică, conform [80]. Ea fost rezolvată anterior ı̂n [80]

folosindu-se metoda perturbarii omotopice (HPM) şi ı̂n [85] cu metoda Adomian De-
composition.

În continuare se prezintă paşii metodei MAPMPDI aplicaţi pentru diferite valori
ale lui α (cazul ı̂ntreg =1 şi cele fracţionare 0.5 şi 0.75).

Cazul ı̂ntreg α = 1

Este cazul pentru care se cunoaşte soluţia exactă a problemei (3.29):

y(x, t) = x · t.

Cum soluţia este polinomială ca şi ı̂n cazul exemplelor prezentate anterior, rezulta-
tul aşteptat este, să fie gasită cu ajutorul MAPMPDI soluţia exactă. Pentru aceasta
se alege ca şi domeniu D = [0, 1.5]× [0, 1.5] , iar ca diviziune ∆1 ( i = j = 1).

Se parcurg paşii descrişi ı̂n prezentarea metodei MAPMPDI.
Astfel, se construieşte soluţia aproximativă de formă polinomială (polinom de grad

doi):
ỹ(x, t) = c00 + c10 · x+ c20 · x2 + c01 · t+ c02 · t2 + c11 · x · t.

Din condiţia: y(x, 0) = 0 se găsesc valorile coeficienţilor: c00 = 0, c10 = 0, c20 = 0,
soluţia aproximativă devenind:

ỹ(x, t) = c01 · t+ c02 · t2 + c11 · x · t.

Se determină restul aferent problemei (3.29):

R(x, t, ỹ(x, t)) = c01 · c11 · t2 + c01 + c02 · c11 · t3 + 2 · c02 · t+ c211 · t2 ·x+ c11 ·x− t2 ·x−x.

Se ataşează problemei (3.29) funcţionala de tipul (3.25) corespunzătoare şi se obţine

J (c01, c02, c11) = c201 +
(
c01 · c11 + c01 + c02 · c11 + 2 · c02 + c211 + c11 − 2

)2
+

+(c01 · c11 + c01 + c02 · c11 + 2 · c02)2 + (c01 + c11 − 1)2

Se minimizează funcţionala J şi se găsesc coeficienţii astfel: c01 = 0, c02 = 0, c11 = 1.

În acest fel soluţia analitică aproximativă calculată cu ajutorul metodei MAPMPDI
coincide cu soluţia exactă :

ỹ(x, t) = x · t.

Cu cele doua metode cu care a mai fost rezolvată această problemă nu a fost
determinată soluţia exactă, ci doar soluţii aproximative cu erori de cel puţin 10−7.
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Cazul fracţionar α = 0.75

Pentru acest caz nu se cunoaşte soluţia exactă a problemei, fiind menţionate doar
erorile calculate folosind diverse metode de aproximare ı̂n [80] şi [85].

Parcurgând paşii descrişi ı̂n algoritmul metodei MAPMPDI, pentru α = 0.75, se
determină soluţia aproximativă:

ỹ(x, t) = 0.18723135124 · t− 0.18069828901 · t2 + 1.0082978876 · t · x.

Tabelul 3.1 prezintă pentru cazul α = 0.75 valoarea absolută a restului (3.18)
corespunzător soluţiei aproximative calculată cu metoda MAPMPDI, faţă de soluţia
găsită cu ajutorul metodei perturbărilor omotopice (HPM) ı̂n [80] şi cea obţinuta cu
metoda Adomian Decomposition (ADM) ı̂n [85].

x t εADM [85] εHPM [80] εMAPMPDI

0 0 0 0 0

0.25 0.25 5.337 · 10−3 2.790 · 10−2 4.553 · 10−2

0.5 0.5 9.184 · 10−2 8.010 · 10−2 3.380 · 10−2

0.75 0.75 5.166 · 10−1 1.236 · 10−1 3.237 · 10−2

1 1 1.810 1.505 2.326 · 10−2

1.25 1.25 4.667 5.845 1.120 · 10−2

1.5 1.5 8.981 1.237 · 10−1 8.816 · 10−2

Tabela 3.1: Resturile găsite prin metodele ADM, HPM şi MAPMPDI când α = 0.75
pentru problema (3.29)

Cazul fracţionar α = 0.5

Pentru cazul α = 0.5 cu ajutorul MAPMPDI se obţine soluţia analitică aproximativă:

ỹ(x, t) = 0.38405380455 · t− 0.40154287152 · t2 + 1.02931384449 · x · t.

3.4 Soluţii aproximative pentru fluxul magnetohi-

drodinamic al unui nanofluid non-Newtonian

ı̂ntr-un cilindru poros coaxial folosind MAPM-

PDI

Rezultatele obţinute au fost publicate ı̂n: B.Căruntu, C. Bota, M.S. Paşca: Appro-
ximate solutions for the magnetohydrodynamic ow of a non-Newtonian nanouid in a
coaxial porous cylinder using the Least Squares Dierential Quadrature Method, ICMA
2018 - The 15th International Conference on Mathematics and its Application, ISSN
1224 - 6069, pp54-63,[34] .
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x t εADM [85] εHPM [80] εMAPMPDI

0 0 0 0 0

0.25 0.25 3.248 · 10−2 5.600 · 10−2 5.552 · 10−2

0.5 0.5 2.763 · 10−1 2.841 · 10−1 5.807 · 10−2

0.75 0.75 1.030 3.529 · 10−1 6.038 · 10−2

1 1 2.626 5.743 · 10−1 3.217 · 10−2

1.25 1.25 4.919 4.031 5.998 · 10−2

1.5 1.5 5.827 9.241 2.500 · 10−1

Tabela 3.2: Comparaţie ı̂ntre resturile calculate pentru soluţiile determinate cu ADM,
HPM şi MAPMPDI ı̂n cazul α = 0.5 pentru problema (3.29)

Domeniul magnetohidrodinamicii a fost iniţiat de Hannes Alfven, cel care a primit
Premiul Nobel pentru Fizică ı̂n anul 1970 pentru cercetari ı̂n acest domeniu. Conceptul
fundamental din spatele magnetohidrodinamicii este acela că ı̂ntr-un fluid conductor ı̂n
mişcare câmpurile magnetice pot induce curenţi, care, la rândul său, polarizează fluidul
şi schimbă reciproc câmpul magnetic ı̂n sine. Setul de ecuaţii care descriu MHD este
o combinaţie a ecuaţiilor Navier-Stokes ale dinamicii fluidelor şi ecuaţiile lui Maxwell
ale electromagnetismului. Aceste ecuaţii diferenţiale trebuie rezolvate simultan, fie
analitic, fie numeric.

În ultimii ani, studiul nanofluidelor (fluide cu particule la scară nanometrică adăuga-
te) a fost un subiect de mare interes pentru cercetătorii din ı̂ntreaga lume, deoarece
se pare că nanotehnologia va deveni una din forţele motrice ale următoarei revoluţii
industriale.

Pe baza manipulării structurii materiei la nivel molecular, nanotehnologia ar putea
fi aplicată ı̂n oricare dintre domeniile majore ale ştiinţei şi tehnologiei. De exemplu,
studiul nanofluidelor non-newtoniene are aplicaţii ı̂n procesarea polimerilor, biomeca-
nică, recuperarea ı̂mbunătăţită a uleiului, produse alimentare şi multe altele.

Din păcate, ecuaţiile folosite pentru modelarea fluxului unui nanofluid sunt rela-
tiv complicate şi sunt de obicei rezolvate prin utilizarea metodelor numerice, necu-
noscându-se soluţii analitice. Pentru a găsi soluţii analitice, de-a lungul anilor s-au
folosit diverse metode de aproximare, cu rate variate de succes, dintre care amintim:
Metoda de descompunere Adomian, Metoda Perturbaţiei Omotopiei, Metoda Iteraţiei
Variaţionale, Metoda Asimptotică a Omotopiei Optimale. Deşi toate aceste metode
(şi multe altele) au condus la soluţii cu o eroare acceptabilă, datorită naturii ecuaţiilor,
calculele implicate sunt de obicei foarte complicate.

3.4.1 Modelul matematic ce descrie curgerea unui nanofluid
non-Newtonian

Ellahi şi colaboratorii ı̂n [45] prezintă modelarea matematică pentru un nanofluid non-
newtonian pornind de la ecuaţiile Navier Stokes. În modelul propus, următoarele trei
ecuaţii arată conservarea masei totale, a impulsului, a energiei termice şi a nanoparti-

36



culelor:

ρf (V ′t + V.∇V ) = ∇·T− µϕ
k

(V + λrV
′
t )+g

[
φρp+(1−φ)ρf [1− βT (θ − θw)]

]
(3.30)

(ρc)f (θ′t + V.∇θ) = k.∇2θ + (ρc)p[Db∇φ.∇θ +
DT

θw
∇θ.∇θ], c = (3.31)

(φ′t + V.∇φ) = Db.∇2φ+
DT

θw
∇2θ (3.32)

cu condiţiile la limită:

v(R1) = v0, θ(R1) = θw, φ(R1) = φw

v(R2) = γ(v′(R2)), θ(R2) = 0, φ(R2) = 0,

unde: V [0, 0, y(r)] este viteza, θ este temperatura, φ este fracţia de volum a nanopar-
ticulelor, ρf este densitatea fluidului de bază, ρp este densitatea nanoparticulelor, g
este acceleraţia gravitaţională, µ este vâscozitatea, k - conductivitatea termică, c - o
cantitate nondimensională, βT este coeficientul volumetric de expansiune a nanoflui-
dului, iar R1 şi R2 sunt razele cilindrilor interior respectiv exterior, Db coeficientul de
difuzie brownian şi DT coeficientul de difuzie termoforetică .

Apoi, folosind tensori specifici ca tensorul de stres Cauchy, tensorii Rivlin-Ericksen
cu constrângeri impuse de termodinamică se obţin: ecuaţii n-dimensionale care reflectă
conservarea masei totale, a impulsului, a energiei termice şi a nanoparticulelor, dată
de Ellahi şi colaboratorii ı̂n [45]:

µ′(r)ν ′(r) +
µ

r
ν ′(r) + µν ′′(r) +

∆

r
ν ′(r)3 + 3∆ν ′(r)2ν ′′(r)−

−c− Pν(r)−M2ν(r) +Grθ(r) +Brφ(r) = 0 (3.33)

Nbθ
′(r)φ′(r) + α1Ntθ

′(r)2 + αθ′′(r) +
θ′(r)

r
= 0 (3.34)

Nb

(
θ′′(r) +

θ′(r)

r

)
+Nt

(
φ′′(r) +

φ′(r)

r

)
= 0 (3.35)

unde ν, θ, φ, sunt viteza non-dimensională, temperatura, respectiv, fracţia de volum a
nanoparticulelor.

Condiţiile la frontieră sunt:

ν(R1) = 1, θ(R1) = 1, φ(R1) = 1

ν(R2) = γ · ν ′(R2), θ(R2) = 0, φ(R2) = 0

unde au fost utilizate următoarele notaţii P - parametru de porozitate, M - parametru
magnetohidrodinamic, Gr - constanta de difuzie a termoforezei, Br - constanta de di-
fuzie browniană, Nb - parametrul de mişcare brownian, Nt - parametru de termoforeză
şi γ - parametru de alunecare.

În continuare se utilizează acest model matematic ce descrie curgerea unui nanofluid
non-newtoniain ı̂ntr-un mediu poros ı̂ntre doi cilindri coaxiali de rază r ∈ [R1, R2]
propus de Ellahi ı̂n [45].
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3.4.2 Rezultate numerice

Aplicând MAPMPDI pentru determinarea soluţiilor analitice aproximative, se par-
curg următoarele etape:

- se consideră R1 = 1, R2 = 2 (doar pentru acest caz existând ı̂n literatură soluţii cu
care se pot face comparaţii), pentru polinomul de aproximare se alege gradul 7 (având
ı̂n vedere erorile urmarite a se obţine), se consideră pasul h = 0.02 pentru diviziunea
domeniului D, unde r ∈ D = [R1, R2] şi următoarele valori pentru parametrii: µ = 1,
γ = 0.05, P = 0.2, M = 0.5, Nt = 0.2, Nb = 0.15, Gr = 1, Br = 1, ∆ = 1, c = 1,
α = 1, α1 = 1.

- se obţin aproximările:

ν̃(r) = −0.5935 · r7 + 0.6011 · r6 + 0.6731 · r5 + 0.6312 · r4 + 0.4240 · r3 − 0.09541 ·
r2 − 0.09704 · r − 0.54346;

θ̃(r) = −0.15104 · r7 + 0.0913 · r6 + 0.2710 · r5 + 0.3654 · r4 − 0.2081 · r3 +
0.000013 · r2 − 0.0000733 · r + 0.63134;

φ̃(r) = −0.1041 · r7 + 0.1242 · r6 + 0.0736 · r5 + 0.05523 · r4 + 0.1849 · r3 +
0.0002329 · r2 − 0.001205 · r + 0.6671.

Erorile obţinute sunt reprezentate in graficele din Figura 3.4, Figura 3.5 şi Figura
3.6.

Pentru R1:

R1(r, ν̃(r), θ̃(r), φ̃(r)) = µ′(r)ν̃ ′(r) +
µ

r
ν̃ ′(r) + µν̃ ′′(r) +

∆

r
ν̃ ′(r)3 +

+3∆ν̃ ′(r)2ν̃ ′′(r)− c− P ν̃(r)−M2ν̃(r) +Grθ̃(r) +Brφ̃(r) (3.36)

Figura 3.1: Eroarea R1 obţinută pentru modelul descris anterior

se observă astfel că erorile ı̂n acest caz sunt mai mici de 4× 10−3.
Pentru R2:

R2(r, ν̃(r), θ̃(r), φ̃(r)) = Nbθ̃
′(r)φ̃′(r) + α1Ntθ̃

′(r)2 + αθ̃′′(r) +
θ̃′(r)

r
(3.37)

se obţin erori mai mici de 1.2× 10−4.
Pentru R3:

R3(r, ν̃(r), θ̃(r), φ̃(r)) = Nb

(
θ̃′′(r) +

θ̃′(r)

r

)
+Nt

(
φ̃′′(r) +

φ̃′(r)

r

)
(3.38)
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Figura 3.2: Eroarea R2 obţinută pentru modelul descris anterior

Figura 3.3: Eroarea R3 obţinută pentru modelul descris anterior

erorile sunt mai mici de 1.5× 10−4 aşa cum se poate observa şi ı̂n Figura 2.6.
În timp ce acurateţea metodei este aproximativ aceeaşi ca şi ı̂n cazul soluţiilor

calculate anterior prin alte metode (metoda optimala a omotopiei asimptotice, metoda
de analiză a omotopiei, metodele Runge-Kutta), metoda MAPMPDI este mai usor de
utilizat, toate aproximările fiind de tip polinomial.

3.5 MAPMPDI pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale

Multe probleme din ştiinţa aplicată sunt modelate matematic prin utilizarea sis-
temelor de ecuţaii diferenţiale de ordin fracţionar (FODE), cum ar fi, de exemplu,
probleme de tip pradă-prădător [18], modelarea unor modele epidemiologice [92], mo-
delelarea unor explozii termice [81].

Se aplica MAPMPDI pentru următorul tip de sistem de ecuaţii diferenţiale de
ordine fracţionar (FODE):

Dα1x(t) = g1(x
µ1(t), · · · , x(t), yν1(t), · · · , y(t)),

Dα2y(t) = g2(x
µ2(t), · · · , x(t), yν2(t), · · · , y(t)),

0 < αj ≤ 1, j = 1, 2

(3.39)

cu condiţii iniţiale:
x(a) = φ1, y(a) = φ2, (3.40)

unde t ∈ [a, b] şi Dαj sunt derivate fracţionare ı̂n sens Caputo de ordin αj, j = 1, 2,
gj funcţii continue, µj, νj ∈ N şi φj constante reale.
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3.5.1 Descrierea metodei

Pentru a obţine o soluţie polinomială analitică aproximativă pentru sistemul (3.39),
se consideră o reţea numerică a intervalului I = [a, b] prin intermediul unei partiţii
(diviziuni) ∆M formată din M + 1 puncte echidistante:

∆M : a = t0 < t1 < t2 < · · · < tM−1 < tM = b.
Sistemului (3.39) ı̂i sunt ataşati următorii operatori{

D1(x(t)) = Dα1x(t)− g1(xµ1(t), · · · , x(t), yν1(t), · · · , y(t))

D2(y(t)) = Dα2y(x)− g2(xµ2(t), · · · , x(t), yν2(t), · · · , y(t))
(3.41)

Se notează cu x̃ şi ỹ o soluţie aproximativă a sistemului (3.39) şi se ı̂nlocuiesc ı̂n
D soluţiile exacte x şi y cu aceste soluţii aproximative. Se obţin astfel resturile{

R1(t, x̃(t)) = D(x̃(t))

R2(t, ỹ(t)) = D(ỹ(t)), t ∈ [a, b]
(3.42)

Definiţie 3.5.1. Se numeşte o soluţie ε - aproximată a sistemului (3.39) cu condiţii
iniţiale (3.40) relativ la partiţia ∆M , o soluţie polinomială aproximativă care satisface
următoarele relaţii: 

|R1(ti, x̃(ti))| < ε, ε ∈ R+

|R2(ti, ỹ(ti))| < ε, i = 0,M,

x̃(a) = φ1, ỹ(a) = φ2.

(3.43)

Definiţie 3.5.2. Se consideră şirurile de polinoame:
PN(t) =

N∑
k=0

dkt
k, dk ∈ R

QN(t) =
N∑
k=0

ekt
k, ek ∈ R, k = 0, N

(3.44)

Şirurile de polinoame PN(t), QN(t) se numesc convergente la soluţia sistemului (3.39)
dacă au loc  lim

N→∞
D1(PN(t)) = 0

lim
N→∞

D2(QN(t)) = 0
(3.45)

şi sunt ı̂ndeplinite condiţiile iniţiale (3.40 )

Se construiesc soluţii ε - aproximative de tip polinomial:
TN(t) =

N∑
k=0

d̃kt
k,

UN(t) =
N∑
k=0

ẽkt
k,

(3.46)

care satisfac condiţiile iniţiale: TN(a) = φ1, UN(a) = φ2.

Constantele d̃k şi ẽk se obţin parcurgând etapele:
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1. Din condiţiile iniţiale se obţin:

d̃0 , respectiv ẽ0 ca funcţii de d̃1, d̃2 · · · d̃N , respectiv ẽ1, ẽ2 · · · ẽN . ı̂nlocuind aceşti
doi coeficienţi ı̂n expresia lui TN(t) aceasta va fi doar funcţie de d̃1, d̃2, · · · , d̃N ,
iar UN(t) doar funcţie de ẽ1, ẽ2 · · · ẽN .

2. Pentru sistemul (3.39) se ataşează funcţionala:

J (d1 · · · dN , e1 · · · eN) =
M∑
i=0

(
R2

1(ti, TN(ti)) + R2
2(ti, UN(ti))

)
(3.47)

3. Se minimizează funcţionala (3.47) ı̂n raport cu d1 · · · dN , e1 · · · eN şi se obţin
coeficienţii d̃1, d̃2 · · · d̃N şi ẽ1, ẽ2, · · · , ẽN care conduc la minimul lui J .

4. Se ı̂nlocuiesc coeficienţii d̃1, d̃2 · · · d̃N şi ẽ1, ẽ2, · · · , ẽN astfel calculaţi, ı̂n (3.46)

şi se notează cu T 0
N(t) =

N∑
k=0

d̃kt
k, respectiv U0

N(t) =
N∑
k=0

ẽkt
k noile polinoame.

Acestea vor fi soluţiile polinomiale aproximative analitice obţinute cu ajutorul
metodei MAPMPDI, ale sistemului (3.39) cu condiţii iniţiale (3.40),

Are loc următoarea teoremă de convegenţă:

Teoremă 3.5.1. Şirurile de polinoame T 0
N(t) şi U0

N(t) satisfac relaţiile: lim
N→∞

R2
1(ti, T

0
N(ti)) = 0,

lim
N→∞

R2
2(ti, U

0
N(ti)) = 0, i = 0,M,

(3.48)

În acest fel se obţin polinoamele T 0
N(ti) şi U0

N(ti) care aproximează soluţiile siste-
mului (3.39) ı̂mpreună cu condiţiile iniţiale (3.40) .

Exemplul 3.5.1. Se consideră sistemul de ecuaţii diferenţiale fracţionare neliniare de
tipul [97]: Dαx(t) =

1

2
x(t)

Dβy(t) = x2(t) + y(t)
t ∈ [0, 1]; 0 < α,β ≤ 1 (3.49)

ı̂mpreună cu condiţiile iniţiale:

x(0) = 1, y(0) = 0 (3.50)

Soluţiile exacte pentru ordinul ı̂ntreg α = β = 1 (̂ın literatură fiind menţionate doar
soluţii numerice, nu soluţii analitice pentru cazul fracţionar) sunt conform [97]:

x(t) = e
t
2 , y(t) = t · et.

Urmând paşii descrişi ı̂n paragraful anterior, pentru a aplica MAPMPDI se consi-
deră o partiţie ∆M=100, cu puncte echidistante: ti = ti−1+h, unde h = 1/100, i = 1.100
şi se calculează pentru sistemul (3.49) soluţii polinomiale analitice aproximative de ti-
pul (3.46) (aproximarea fiind făcută cu polinom de grad 5):{

T5(t) = d0 + d1t
1 + d2t

2 + d3t
3 + d4t

4 + d5t
5,

U5(t) = e0 + e1t
1 + e2t

2 + e3t
3 + e4t

4 + e5t
5.
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Din condiţiile iniţiale: T5(0) = 1, U5(0) = 0, se obţin d0 = 1 şi e0 = 0.
Astfel polinoamele de aproximare devin:{

T5(t) = 1 + d1t
1 + d2t

2 + d3t
3 + d4t

4 + d5t
5,

U5(t) = e1t
1 + e2t

2 + e3t
3 + e4t

4 + e5t
5.

Resturile corespunzătoare de tip (3.42) ı̂n acest caz sunt R1(t, T5(t)); R2(t, U5(t)),
iar funcţionala J (3.47) este

J (d1 · · · d5, e1, · · · e5) =
100∑
i=0

(R2
1(ti, T5(ti)) + R2

2(ti, U5(ti)).

Se minimizează funcţonala J (d̃1, · · · , d̃5, ẽ1, · · · , ẽ5) ı̂n raport cu toate variabilele
sale şi se obţin d̃1, · · · , d̃5 şi ẽ1, · · · , ẽ5.

Înlocuind aceste valori ı̂n ultima expresie a polinoamelor T5(t) şi U5(t) se obţine
soluţia analitică aproximativă a sistemului (3.49) cu condiţiile iniţiale (3.50) prin MA-
PMPDI ca fiind:

x̃(t) = −0.000251813t5 + 0.00394372t4 + 0.0197043t3

+0.125357t2 + 0.499968t+ 1

ỹ(t) = 0.0767594t5 + 0.123633t4 + 0.522425t3

+0.995159t2 + 1.0003t.

În Figura 3.4 este prezentat graficul pentru eroarea obţinută pentru aproximarea cu
polinom de grad cinci pentru soluţia x̃, iar ı̂n Figura 3.5 cea pentru ỹ având t ∈ [0, 1].

Figura 3.4: Eroarea absolută corespunzătoare soluţiei x̃, pentru cazul α = 1 ı̂n
Exemplul 3.5.1

In Tabelele 3.3 şi 3.4 sunt prezentate comparaţiile ı̂ntre soluţiile x̃ şi ỹ obţinute cu
ajutorul metodei MAPMPDI şi soluţiile obţinute ı̂n [36] folosind metoda de descom-
punere naturala fracţionară MDNF .

Cele două tabele ilustrează şi convergenţa metodei deoarece erorile scad odată cu
creşterea gradului polinomului de aproximare.

Pentru cazul fracţionar, ı̂n literatură sunt amintite doar soluţii numerice. Aplicând
MAPMPDI se obţin expresii analitice pentru soluţii aproximative şi ı̂n cazurile fracţionare.
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Figura 3.5: Eroarea absolută corespunzătoare soluţiei ỹ, pentru cazul β = 1 ı̂n
Exemplul 3.5.1

t εMDNF [36] εMAPMPDI gr. 4 εMAPMPDI gr. 5 εMAPMPDI gr. 6

0.1 − 2.9× 10−5 9.9× 10−7 1.8× 10−8

0.2 − 1.5× 10−5 3.6× 10−7 3.3× 10−8

0.3 − 1.3× 10−5 1.2× 10−6 1.4× 10−8

0.4 − 3.7× 10−5 7.7× 10−7 4.2× 10−8

0.5 5.4× 10−6 4.2× 10−5 6.2× 10−7 6.6× 10−8

0.6 − 2.6× 10−5 1.8× 10−6 2.8× 10−8

0.7 − 5.7× 10−6 1.9× 10−6 3.2× 10−8

0.8 − 3.9× 10−5 5.2× 10−7 4.1× 10−8

0.9 − 4.9× 10−5 1.2× 10−6 3.3× 10−8

1 2.8× 10−4 9.2× 10−7 8.9× 10−8 2.4× 10−8

Tabela 3.3: Comparaţii ı̂ntre erorile absolute pentru x̃ cazul α = 1

Cazul 0 < α ≤ 1 şi 0 < β ≤ 1:

Folosind metoda MAPMPDI se obţine o soluţie analitică aproximativă pentru acest
sistem de forma:

• pentru α = β = 0.9 (utilizând polinom de grad cinci pentru aproximare):

x̃(t) = 0.359051t5 − 1.04143t4 + 1.16071t3 − 0.486334t2 + 0.711321t+ 1;

ỹ(t) = 0.559913t5 − 1.26583t4 + 2.20545t3 + 0.403903t2 + 1.43562t.

• pentru α = β = 0.75:

x̃(t) = 1.51023t5 − 4.30467t4 + 4.59699t3 − 2.20365t2 + 1.19273t+ 1;

ỹ(t) = 1.90099t5 − 5.13967t4 + 6.73316t3 − 1.27218t2 + 2.48204t.

• pentru α = β = 0.6:

x̃(t) = 3.97221t5 − 11.1522t4 + 11.6223t3 − 5.53977t2 + 1.98438t+ 1;

ỹ(t) = 4.64414t5 − 13.1133t4 + 15.8298t3 − 4.81595t2 + 4.44679t.
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t εMDNF [36] εMAPMPDI gr. 4 εMAPMPDI gr. 5 εMAPMPDI gr. 6

0.1 − 1.7× 10−4 5.2× 10−6 4.1× 10−8

0.2 − 1.7× 10−5 6.6× 10−6 2.3× 10−7

0.3 − 1.7× 10−4 4.7× 10−6 3.0× 10−7

0.4 − 1.4× 10−4 6.9× 10−6 5.8× 10−7

0.5 5.0× 10−4 2.8× 10−5 1.4× 10−5 1.9× 10−7

0.6 − 2.6× 10−4 9.1× 10−6 2.6× 10−7

0.7 − 2.9× 10−4 2.7× 10−6 7.0× 10−8

0.8 − 1.5× 10−4 6.9× 10−6 5.2× 10−7

0.9 − 7.1× 10−5 5.1× 10−6 3.8× 10−7

1 2.0× 10−2 3.7× 10−5 5.7× 10−6 1.4× 10−7

Tabela 3.4: Comparaţii ı̂ntre erorile absolute pentru ỹ cazul β = 1

3.6 MAPMPDI pentru probleme neliniare cu trans-

fer de căldură

Se utilizează aceeaşi metodă, MAPMPDI, pentru determinarea soluţiilor analitice
şi ı̂n cazul problemelor neliniare cu transfer de căldură.

Se consideră o problemă formată dintr-o ecuaţie diferenţială neliniară de ordin
n ∈ N:

y(n)(x) = F (y(n−1)(x), y(n−2)(x), · · · , y(1)(x), y(x), x) (3.51)

unde F este funcţie reală continuă, y : [a, b] → R, y absolut continuă pe intervalul
[a, b] şi condiţiile:

d1iy
(n−1)(a) + d2iy

(n−1)(b) + d3iy
(n−2)(a) + d4iy

(n−2)(b) + · · ·+

d(2n−3)iy
(1)(a) + d(2n−2)iy

(1)(b) + d(2n−1)iy(a) + d2niy(b) = µ1i, i = 1, n
(3.52)

Se construieşte o diviziune a intervalului I = [a, b] notată ∆M formată din M + 1
puncte echidistante: a = x0 < x1 < x2 < · · · < xM−1 < tM = b.

Ecuaţiei (3.51) ı̂i este ataşat operatorul:

D(y(x)) = y(n)(x)− F (y(n−1)(x), y(n−2)(x), · · · , y(1)(x), y(x), x). (3.53)

Se construieşte o soluţie aproximativă, notată ỹ pentru ecuaţia (3.51). Înlocuind
soluţia exactă cu soluţia aproximativă se va obţine eroarea (restul) de forma:

R(x, ỹ(x)) = D(ỹ(x)), x ∈ [a, b]. (3.54)

Definiţie 3.6.1. Numim o soluţie ε aproximativă a problemei (3.51 - 3.52) relativ
la diviziunea ∆M , o soluţie aproximativă de tip polinomial care satisface relaţiile:

R(xi, ỹ(xi)) < ε, ε > 0, i = 0,M, (3.55)

d1iỹ
(n−1)(a) + d2iỹ

(n−1)(b) + d3iỹ
(n−2)(a) + d4iỹ

(n−2)(b) + · · ·+

d(2n−3)iỹ
(1)(a) + d(2n−2)iỹ

(1)(b) + d(2n−1)iỹ(a) + d2niỹ(b) = µ1i, i = 1, n
(3.56)
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Definiţie 3.6.2. Fie şirul de polinoame:

PN(x) =
N∑
k=0

ckx
k, ck ∈ R, k = 0, N. (3.57)

Numim şirul PN(x) convergent la soluţia problemei (3.51 - 3.52) dacă are loc

lim
N→∞

D(PN(x)) = 0. (3.58)

Urmând algoritmul din descrierea metodei MAPMPDI se compune o soluţie apro-
ximativă de tip polinomial:

TN(x) =
N∑
k=0

c̃kx
k, (3.59)

care verifică ı̂n plus condiţiile:

d1iT
(n−1)
N (a) + d2iT

(n−1)
N (b) + · · ·+ d(2n−1)iTN(a) + d2niTN(b) = µ1i, i = 1, n (3.60)

Coeficienţii c̃k se vor calcula aşa cum a fost descris ı̂n paragraful 2 al acestui capitol
- din condiţiile la frontieră se obţin c̃0 şi c̃1 ca funcţii de c̃2, c̃3 · · · c̃N şi astfel poli-

nomul TN(x) va depinde doar de c̃2, c̃3, · · · , c̃N .
- problemei (3.51 - 3.52) ı̂i este ataşată funcţionala:

J (c2, c3, · · · cN) =
M∑
i=0

R2(xi, TN(xi)). (3.61)

- se minimzează această funcţională ı̂n raport cu toate variabilele sale şi se obţin
coeficienţii notaţi cu c̃2, c̃3, · · · , c̃N

- cu ajutorul coeficienţilor c̃2, c̃3 · · · c̃N astfel obţinuţi, polinomul de tipul (2.79)

notat cu T 0
N(x) =

N∑
k=0

c̃kx
k, reprezintă soluţia analitică aproximativă de tip polinomial

determinată cu ajutorul metodei MAPMPDI pentru problema (3.51 - 3.52).
Are loc de asemenea următoarea teoremă de convergenţă:

Teoremă 3.6.1. Şirul de polinoame T 0
N(x) satisface relaţia:

lim
N→∞

R2(xi, T
0
N(xi)) = 0, i = 0,M. (3.62)

Exemplul 3.6.1. Se consideră un sistem concentrat de transfer de căldură combinat
convectiv-radiativ. Coeficientul de căldură specific este o funcţie liniară [22],[25],[7]:

c = ca(1 + γ(T − Ta))
unde γ este o constantă reală, iar ca este temperatura specifică la Ta.

Procesul de răcire al sistemului este descris de ecuaţia:

ρV c
dT

dτ
+ hA(T − Ta) + EσA(T 4 − T 4

s ) = 0, T (0) = Ti

Efectuând următoarele schimbări de variabile:

y =
T

Ti
, ya =

Ta
Ti
, x =

τ(hA)

ρV ca
, ε1 = γTi, ε2 =

EσT 3
i

h
, ys =

Ts
Ti

şi ya = ys = 0

se obţine următoarea problemă:

y′(x)(1 + ε1y(x)) + y(x) + ε2y
4(x) = 0, y(0) = 1 (3.63)
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Cazul 1: ε1 = 1, ε2 = 1

Se parcurge algoritmul descris pentru metoda MAPMPDI, şi se calculează următoarele
soluţii aproximative pentru problema (3.63) :

- aproximare cu polinom de grad trei:
ỹ(x) = −0.229672x3 + 0.646583x2 − 0.968634x+ 1;
- aproximare cu polinom de grad şase:
ỹ(x) = 0.141072x6−0.580724x5+1.0409x4−1.13478x3+0.980631x2−0.99987x+1;
- aproximare cu polinom de grad opt:
ỹ(x) = 0.104895x8− 0.536881x7 + 1.21968x6− 1.6701x5 + 1.62301x4− 1.29063x3 +

0.9973x2 − 0.999999x+ 1.
Deoarece ecuaţia (3.63) nu are soluţie exactă cunoscută, se calculează pentru fiecare

soluţie aproximativă eroarea relativă ca diferenţă (̂ın valoare absolută) ı̂ntre soluţia
aproximativă şi o soluţia numerică determinată cu ajutorul softurilor matematice.

Tabelul 3.5 prezintă comparaţia dintre erorile soluţiior obţinute prin diverse metode
de aproximare existente ı̂n literatură si ceea ce se obţine prin aplicarea MAPMPDI.

x εHPM [25] εHAM [123] εSRMM [22] gr.3 εMAPMPDI gr.3 εMA.. gr.6 εMA.. gr.8

0.1 1.2092 1.866× 10−2 1.704× 10−3 5.389× 10−4 5.073× 10−5 4.497× 10−6

0.2 7.247× 10−1 5.821× 10−3 4.66× 10−4 1.403× 10−3 4.131× 10−5 2.084× 10−6

0.3 4.276× 10−1 6.186× 10−3 1.193× 10−3 3.378× 10−3 8.371× 10−7 2.229× 10−6

0.4 2.472× 10−1 1.709× 10−2 2.129× 10−3 4.302× 10−3 2.565× 10−6 3.119× 10−6

0.5 1.389× 10−1 2.68× 10−2 1.995× 10−3 3.898× 10−3 2.9513× 10−6 1.682× 10−6

0.6 7.495× 10−2 3.528× 10−2 9.44× 10−4 2.385× 10−3 4.653× 10−5 9.547× 10−7

0.7 3.818× 10−2 4.253× 10−2 5.48× 10−4 3.062× 10−4 2.287× 10−5 2.216× 10−6

0.8 1.78× 10−2 4.857× 10−2 1.78× 10−3 1.578× 10−3 1.071× 10−5 1.898× 10−6

0.9 7.303× 10−2 5.345× 10−2 1.93× 10−3 2.355× 10−3 2.980× 10−6 4.789× 10−7

Tabela 3.5: Comparaţii ı̂ntre erorile soluţiilor obţinute aplicând HPM, HAM, SRMM
şi MAPMPDI pentru cazul ε1 = ε2 = 1

Cazul 2: ε1 = 1, ε2 = 0

Folosind MAPMPDI am calculat următoarea soluţie aproximativă polinomială de
ordinul doi pentru ecuaţia (3.63): ỹ(x) = 0.068967x2 − 0.50167x+ 1.

Ca şi ı̂n cazul 1, am comparat soluţia obţinută aplicând MAPMPDI cu soluţiile
anterioare: HPM obţinută de Ganji ı̂n [62], HAM obţinută de Abbasbandy ı̂n [63],
OHAM de Marinca şi Herişanu ı̂n [51] şi SRMM de Căruntu şi Bota ı̂n [22]. Comparaţiile
erorilor ı̂n valoare absolută sunt cuprinse ı̂n Tabelul 3.6
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x εHPM [62] εHAM [63] εOHAM [51] εSRMM [22] gr.2 εMAPMPDI gr.2

0.1 3.350× 10−2 3.672× 10−5 3.708× 10−2 1.561× 10−3 1.076× 10−4

0.2 4.345× 10−2 1.954× 10−3 5.366× 10−2 8.024× 10−5 1.167× 10−4

0.3 4.029× 10−2 4.091× 10−3 5.658× 10−2 1.138× 10−3 5.698× 10−5

0.4 3.071× 10−2 5.415× 10−3 5.113× 10−2 1.669× 10−3 4.325× 10−5

0.5 1.886× 10−2 5.541× 10−3 4.118× 10−2 1.730× 10−3 1.571× 10−4

0.6 7.170× 10−3 4.432× 10−3 2.942× 10−2 1.379× 10−3 2.600× 10−4

0.7 3.062× 10−3 2.243× 10−3 1.762× 10−2 6.736× 10−4 3.292× 10−4

0.8 1.125× 10−2 7.827× 10−4 6.855× 10−3 3.304× 10−4 3.449× 10−4

0.9 1.726× 10−2 4.372× 10−3 2.320× 10−3 1.575× 10−3 2.903× 10−4

Tabela 3.6: Comparaţii ı̂ntre erorile soluţiior obţinute aplicând HPM, HAM, OHAM,
SRMM şi MAPMPDI pentru cazul ε1 = 1, ε2 = 0

3.7 MAPMPDI pentru ecuaţii diferenţiale Riccati

de ordin fracţionar

În această secţiune se determină soluţii analitice aproximative cu ajutorul metode
MAPMPDI pentru ecuaţii diferenţiale Riccati de ordin fracţionar de tipul:

Dαy(x)− A(x)y2(x)−B(x)y(x) = f(x), 0 < α ≤ 1, x ∈ [0, 1], (3.64)

care verifică o condiţie iniţială
y(0) = k, (3.65)

unde A, B şi C sunt funcţii reale date, y o funcţie absolut continuă pe intervalul [0, 1],
k este o constantă reală dată, iar Dαy este derivata fracţionară de ordinul α ı̂n sens
Caputo.

Ecuaţia diferenţială Riccati de ordin fracţionar, cu aplicabilitate ı̂n probleme de
control optimal, a fost studiată atât numeric, cât şi analitic ı̂n numeroase articole
ştiinţifice.

Parcurgând algoritmul prezentat ı̂n descrierea metodei MAPMPDI sunt determi-
nate soluţii analitice aproximative, de tip polinomial şi pentru acest tip de ecuaţii. În
secţiunea următoare se prezintă câteva dintre exemplele numerice calculate .̧

Exemplul 3.7.1. În ecuaţia (3.64) se consideră A(x) = x3, B(x) = −2x4, f(x) = x5 + 1
şi k = 0 se obţine problema [108]

{
Dαy(x)− x3y2(x) + 2x4y(x) = x5 + 1

y(0) = 0,
cu x ∈ [0, 1]; 0 < α ≤ 1 (3.66)

Cazul ı̂ntreg α = 1 :

pentru care se cunoaşte soluţia exactă y(x) = x [108].
Pentru aplicarea metodei MAPMPDI se compune o soluţie aproximativă de tip

polinomial (3.9):
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P1(x) = d0 + d1 · x.

Din codiţia iniţială P1(0) = 0, se obţine d0 = 0, iar soluţia aproximativă devine

P1(x) = d1 · x

Restul corespunzător de tip (3.5) devine ı̂n acest caz :

R(x, P1(x)) = −d21x5 + 2d1x
5 + d1 − x5 − 1

iar funcţionala F (3.11) este:

F (d1) = d41 − 6d31 + 13d21 − 12d1 + 4.

Se minimizează fucţionala F . Se determină mai ı̂ntâi punctele critice ca soluţii ale
ecuaţiei F ′(d1) = 0, iar valoarea minimă care se obţine este d1 = 1. Astfel se obţine
solutia exactă a problemei: ỹ(x) = x.

Cazul fracţionar 0 < α ≤ 1 :

Urmând algoritmul metodei MAPMPDI, se calculează următoarele soluţii aproxi-
mative de tip polinom de gradul ı̂ntâi pentru problema (3.66), considerând diverse
valori pentru α ∈ (0, 1):

- pentru α = 0.9: ỹ(x) = 0.95341x;
- pentru α = 0.8: ỹ(x) = 0.92353x;
- pentru α = 0.7: ỹ(x) = 0.90548x;

3.8 Comentarii bibliografice

În acest capitol este descrisă Metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai
mici pătrate aplicată unei diviziuni a intervalului de definiţie.

De asemenea, este ilustrată utilitatea metodei prin aplicarea sa ı̂n determinarea
soluţiilor pentru ecuaţii Bagley-Torvik, Lane-Emden, Riccati, probleme de control
optimal şi ı̂n cazul curgerii unui fluid ne-newtonian. Metoda a fost prezentată in 2018
ı̂n cadrul conferinţei ICCMA din noiembrie 2018. Rezultatele originale au aparut
publicate ı̂n articolul [91]. Teoremele 3.1.1 si 3.1.2 au fost publicat in 2020 ı̂n articolul
[19], Teorema 3.3.1 a fost publicată ı̂n articolul [20], Teorema 3.5.1 a fost prezentată
ı̂n cadrul conferintei EHB 2021 şi a aparut publicată ı̂n [88], iar Teorema 3.6.1 a fost
publicată ı̂n [90]. În fiecare din lucrarile menţionate se prezintă utilitatea metodei ı̂n
obţinerea soluţiilor aproximative analitice pentru ecuaţii diferenţiale fracţionare de tip
Lane-Emden, Bagley-Torvik sau Riccati. Fiecare din lucrările amintite au fost citate
in jurnale de specialitate interne sau internaţionale.
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Capitolul 4

Metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n
sensul celor mai mici pătrate

Metoda perturbării omotopiei

Determinarea soluţiilor (rezolvarea) ecuaţiilor diferenţiale, a ecuaţiilor cu derivate
parţiale şi a ecuaţiilor diferenţiale fracţionare a preocupat mereu cercetătorii, motiv
pentru care au fost dezvoltate diferite metode care au dus la obţinerea de soluţii, ı̂n
foarte puţine cazuri exacte, dar ı̂n general au condus la găsirea de soluţii aproximative
(numerice, uneori analitice).

Se consideră ecuaţia diferenţială neliniară de forma:

A(u)− f(r) = 0, r ∈ Ω (4.1)

ı̂mpreună cu condiţii B

(
u,
∂u

∂n

)
= 0, r ∈ Γ, unde A este un operator diferenţial

general, B este un operator la frontieră, f o funcţie cunoscută, iar Γ este frontiera
domeniului Ω.

În anul 2000, J-H He propune o nouă metodă de determinare a soluţiei pentru
aceste tipuri de probleme, numită Homotopy Perturbation Method (HPM) [54], [53],
[51], [49], ı̂n care etapele parcurse sunt următoarele:

- ecuaţia (4.1) se rescrie sub forma

L(u) +N(u)− f(r) = 0, r ∈ Ω (4.2)

unde L(u) este partea liniară, iar N(u) partea neliniară a lui A(u).
- se introduce un ”parametru artificial” p şi se obţine ecuaţia perturbată

L(u) + p ·N(u)− f(r) = 0

- se dezvoltă ”u” ı̂n serie de puteri

u = u0 + pu1 + p2u2 + p3u3 + ...

dacă p→ 1 ecuaţiile (4.1) şi (4.2) coincid, iar u este soluţie a ecuaţiei date.
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Metoda HPM propusă de He in anul 2000 a stat la baza a numeroase metode de
determinare a souţiilor aproximative pentru diverse tipuri de ecuaţii diferenţiale.

În acest capitol se are ca punct de plecare HPM pentru o noua metodă numită
metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor mai mici pătrate.

4.1 Descrierea metodei perturbaţiilor omotopice ı̂n

sensul celor mai mici pătrate - (MPOMP)

În acest paragraf, este prezentată metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor
mai mici pătrate (MPOMP). Aplicaţia numerică din secţiunea următoare conţine un
sistem format din două ecuaţii, dar metoda MPOMP poate fi generalizată pentru
sisteme care constau din atâtea ecuaţii cât este necesar.

Se descrie mai jos metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor mai mici pătrate
şi se determină cu ajutorul său soluţia sistemului:

L1(U(y), V (y)) + N1(U(y), V (y))− f1(y) = 0,

L2(U(y), V (y)) + N2(U(y), V (y))− f2(y) = 0,

Bi(U(y)) = 0, Bj(V (y)) = 0, i = 1, n1 j = 1, n2, y ∈ I ⊂ R

(4.3)

unde U şi V sunt funcţii necunoscute, L1,L1 sunt operatori liniari, N1,N2 sunt
operatori neliniari, iar Bi,Bj sunt operatori la frontieră.

Se consideră Ũ şi Ṽ soluţiile aproximative ale sistemului (4.3).
Erorile (resturile) obţinute prin ı̂nlocuirea soluţiilor exacte U şi V ale sistemului

(4.3) cu cele aproximative Ũ , Ṽ sunt

R1(y, Ũ(y)) = L1(Ũ(y)) + N1(Ũ(y))− f1(y),

R2(y, Ṽ (y)) = L2(Ṽ (y)) + N2(Ṽ (y))− f2(y), y ∈ I ⊂ R
(4.4)

Se parcurg paşii din metoda perturbării omotopiei, introdusă de He ı̂n [55],[52],[56],
primul pas pentru aplicarea MPOMP este ataşarea sistemului 4.4 familiei de ecuaţii

(1− p)[L1(Φ1(y, p))− f1(y)] + p [L1(Φ1(y, p)) + N1(Φ1(y, p))− f1(y)] = 0

(1− p)[L2(Φ2(y, p))− f2(y)] + p [L2(Φ2(y, p)) + N2(Φ2(y, p))− f2(y)] = 0
(4.5)

ı̂n care avem parametrul p ∈ [0, 1] iar Φi cu i = 1, 2 funcţii necunoscute.
Când p creşte de la 0 la 1, soluţiile Φi ale sistemului (4.5) variază de la
Φ1(y, 0) = U0(y) şi Φ2(y, 0) = V0(y) până la Φ1(y, 1) = U(y) şi Φ2(y, 1) = V (y).
Funcţiile U0 şi V0 sunt soluţiile sistemului:

L1(U0(y))− f1(y) = 0

L2(V0(y))− f2(y) = 0

Bi(U(y)) = 0, Bj(V (y)) = 0, i = 1, n1 j = 1, n2, y ∈ R.

(4.6)
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Se consideră următoarele dezvoltări pentru Φi:

Φ1(y, p) = U0(y) +
∑
m≥1

Um(y) pm

Φ2(y, p) = V0(y) +
∑
m≥1

Vm(y) pm
(4.7)

Se ı̂nlocuiesc relaţiile (4.7) ı̂n (4.5), se grupează termenii după puterile lui p şi se
egalează coeficienţii aceloraşi puteri ale lui p. În final se obţin:

L1(Um(y)) = −N m−1
1 (U0(y), U1(y), ..., Um−1(y))

L2(Vm(y)) = −N m−1
1 (V0(y), V1(y), ..., Vm−1(y))

Bi(Um(y)) = 0, Bj(Vm(y)) = 0, i = 1, n1 j = 1, n2, y ∈ R

(4.8)

unde N j
i , j ≥ 0 sunt coeficienţii lui pj din operatorul neliniar Ni:

N1(U(y)) = N 0
1 (U0(y)) + pN 1

1 (U0(y), U1(y)) + p2N 2
1 (U0(y), U1(y), U2(y)) + ...

N2(V (y)) = N 0
1 (V0(y)) + pN 1

1 (V0(y), V1(y)) + p2N 2
1 (V0(y), V1(y), V2(y)) + ...

(4.9)
Se introduc notaţiile

f1m = U0 + U1 + ...+ Um,

f2m = V0 + V1 + ...+ Vm
(4.10)

unde Um,m ≥ 1, şi Vm,m ≥ 1, sunt obţinute din ecuaţiile liniare (4.8).
Pentru m = 0, 1, 2, ... se construieşte mulţimea Sim care conţine funcţiile:

ϕim0, ϕim1, ϕim2, ..., ϕimnm , (4.11)

alese ca funcţii liniar independente ı̂n spaţiul vectorial al funcţiilor continue pe inter-
valul real I. Sim−1 ⊆ Sim şi fim este o combinaţie liniară reală a acestor funcţii, unde
i = 1, 2.

Folosind funcţii de tipul (4.11), se definesc câteva tipuri de soluţii aproximative ale
sistemului (4.3).

Definiţie 4.1.1. Un şir de funcţii {sim}m∈N de forma:

sim =
nm∑
k=0

αkimϕimk , m ∈ N, αkm ∈ R, i = 1, 2 (4.12)

se numeşte PO - şir pentru sistemul (4.3).
Funcţiile din acest PO - şir se numesc PO - funcţii pentru sisteml (4.3).
PO - şirul {sim}m∈N care verifică proprietatea:

lim
m→∞

Ri(y, s1m(y), s2m(y)) = 0, i = 1, 2

se numeşte şir convergent la soluţia sistemului (4.3).
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Definiţie 4.1.2. PO - funcţiile Ũ şi Ṽ care pentru ε > 0 satisfac condiţiile:

|R1(y, Ũ , Ṽ )| < ε, Bi(Ũ) = 0

|R2(y, Ũ , Ṽ )| < ε, Bj(Ṽ ) = 0
(4.13)

se numesc soluţii ε - PO aproximative ale sistemului (4.3).

Definiţie 4.1.3. PO - funcţiile Ũ şi Ṽ care pentru ε > 0 satisfac condiţiile:∫
I

R2
1(y, Ũ , Ṽ )dy ≤ ε, Bi(ỹ) = 0 (4.14)

∫
I

R2
2(y, Ũ , Ṽ )dy ≤ ε, Bj(ỹ) = 0 (4.15)

se numesc soluţii slab ε− PO aproximative pentru sistemul (4.3).

Remarcă 4.1.1. Se observă că orice soluţie ε − PO aproximativă a sistemului (4.3)
este, de asemenea, o soluţie slab ε−PO aproximativă . Rezultă că şirul de soluţii slab
PO aproximative ale sistemului (4.3) conţine, de asemenea, soluţiile PO aproximative
ale sistemului.

Următoarea teoremă stabileşte existenţa unor soluţii slab PO aproximative ale
sistemului (4.3) şi oferă modalitatea prin care se construiesc aceste soluţii PO aproxi-
mative.

Teoremă 4.1.1. Sistemul (4.3) admite un şir de soluţii slab PO aproximative.

Remarcă 4.1.2. Demonstraţia acestei teoreme arată modul ı̂n care se poate determina
o soluţie Ũ , Ṽ , ε - slab PO aproximativă a sistemului (4.3).

De asemenea, tinând cont de Remarca 4.1.1, dacă |R1(y, Ũ)| < ε şi |R(y, Ṽ )| < ε
atunci Ũ şi Ṽ sunt de asemenea soluţii ε - slab PO aproximative ale sistemului iniţial.

4.2 Exemplu - flux sanguin

Aplicaţia prezentată ı̂n această secţiune este cea inclusă ı̂n lucrarea lui Rashidi
şi colaboratorii ı̂n [86], unde autorii au folosit metoda de analiză a omotopiei şi
metoda transformării diferenţiale pentru a găsi soluţii analitice aproximative pentru
următoarea problemă

UV ′ − V U ′ = 1

Re
(U ′′ −Ha2U)

V IV = Ha2V ′′ +Re (V ′V ′′ − V V ′′′)

U(0) = 1, V (0) = 0, V ′(0) = 0, U(1) = 0, V (1) = 1, V ′(1) = 0

(4.16)

Aceste ecuaţii modelează un flux magnetohidrodinamic laminar al unui fluid vâscos
non-newtonian ı̂ntr-un canal semi-poros sub influenţa unui câmp magnetic static axial
uniform. U şi V sunt componentele vitezei axiale medii şi, respectiv, normală, Ha este
numărul lui Hartmann şi Re este numărul lui Reynolds.
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Rezultatele obţinute aplicând MPOMP pentru determinarea soluţiilor analitice
aproximative, au fost publicate ı̂n articolul M.S.Paşca, O.Bundău, A.Juratoni,
B.Căruntu, The Least Squares Homotopy Perturbation Method for Systems of Diffe-
rential Equations with Application to a Blood Flow Model , Mathematics (10/2) 2022,
pag. 546-560 [87].

Pentru a găsi soluţii analitice pentru acest tip de probleme, de-a lungul anilor
au fost folosite diverse metode de aproximare, cu rate variate de succes printre care
se regasesc şi: metoda perturbaţiei omotopiei [52], metoda iteraţiei variaţionale [56],
metoda de descompunere Adomian [3] şi metoda de omotopie asimptotică [74]. În
timp ce aceste metode (şi multe altele) au fost folosite cu succes, din cauza naturii
ecuaţiilor, calculele implicate sunt de obicei foarte dificile.

Ca utilitate practică a sistemului (4.16), acesta poate fi utilizat pentru a studia
influenţa unui câmp magnetic asupra fluxului sanguin printr-un vas de sânge. Au fost
stabilite numeroase modele pentru studiul fluxului sanguin hidrodinamic prin vase, de
exemplu ı̂n [112] unde, autorii analizează fluxul de sânge ı̂n tuburi cu diametre reduse.
De asemenea, ı̂n [118], autorii prezinta un studiu asupra fluxului sanguin prin tuburi
arcuite mici. Fluxul sanguin a fost analizat prin efectul câmpului magnetic ca un fluid
bun conductor de electricitate. Cunoscându-se că sângele este un ferofluid, se poate
concluziona că există posibilitatea de a controla tensiunea arterială şi comportamentul
fluxului acesteia prin utilizarea unui câmp magnetic adecvat.

În [11], autorii au venit cu o reprezentare matematică a fluxului sanguin ı̂ntr-un
vas de sânge de dimensiuni reduse ı̂n prezenţa unui câmp magnetic. Mai mult, ı̂n
[120], autorii au investigat interacţiunea dintre celulele roşii din sânge şi un câmp
magnetic extern. Rezultatele arătă capacitatea unui câmp magnetic de a modela
fluxul sanguin. Alte cercetări privind proprietăţile magnetice ale sângelui se bazează
pe lucrările: [86, 8, 119, 77, 114, 16, 100, 64, 99, 6].

Multe modele matematice prezintă părţi ale sistemului circulator uman (de exemplu
[101, 111, 109, 124]), de cele mai multe ori, fluxul de sânge este modelat prin utilizarea
ecuaţiilor diferenţiale, majoritatea neliniare. Cu toate acestea, este de obicei aproape
imposibil sa fie determinate soluţii exacte pentru aceste tipuri de ecuaţii fiind utilizate
diverse metode de aproximare pentru calcularea soluţiilor cât mai aproape de soluţiile
exacte. Soluţiile aproximative calculate oferă informaţii importante despre fenomenle
ce au loc ı̂n interiorul sistemului.

În secţiunea următoare, am aplicat metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor
mai mici pătrate pentru a calcula soluţii aproximative pentru sistemul (4.16) pentru
două cazuri cu importanţa practică semnificativă ale numărului Hartmann Ha şi ale
numărului Reynolds Re. De asemenea, am cuprins şi comparaţii ale soluţiilor obţinute
aplicând MPOMP cu soluţiile anetrioare obţinute ı̂n literatură.

Cazul numărul lui Reynolds Re = 1 şi numărul lui Hartmann
Ha = 0

Cazul Re = 1 şi Ha = 0 corespunde unui flux sanguin neconductor.
În [86], Basiri Parsa şi colaboratorii au calculat soluţii aproximative ale sistemului

(4.16) utilizând metoda analizei omotopiei (OAM), metoda transformării diferenţiale
(DTM), iar ı̂n [33] Căruntu şi colaboratorii au calculat soluţia aproximativă a siste-
mului utilizând metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate
(MAPMP).
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Pentru a aplica MPOMP sistemului (4.16), se determină soluţia analitică aproxi-
mativă pargurgând etapele:

- operatorii liniari sunt:

L1(Φ1(y, p)) = − 1

Re
U ′′; L2(Φ2(y, p)) = V IV (4.17)

- iar cei neliniari:

N1(Φ1(t, p)) =
Ha2

Re
U + UV ′ − U ′V ; N2(Φ2(t, p)) = −Ha2V ′′ −Re (V ′V ′′ − V V ′′′) .

(4.18)
Se calculează aproximările :
- primul termen al aproximării (aferent puterii zero a parametrului p0) este

U0(y) = 1− y; V0(y) = 3y2 − y3 (4.19)

- al doilea termen (pentru p1) este

U1(y) =
y5

5
− 3y4

4
+ y3 − 29y

20
+ 1; V1(y) =

2y7

35
− y6

5
+

3y5

10
− 167y3

70
+

113y2

35
(4.20)

- al treilea termen este

U2(y) =
2y9

315
− 19y8

560
+
y7

20
− y6

20
+

23y5

70
− 1643y4

1680
+

113y3

105
− 1763y

1260
+ 1

V2(y) =
4y11

5775
− 2y10

525
+

y9

210
− 3y8

560
+

97y7

1225
− 533y6

2100
+

121y5

350
− 774469y3

323400
+

+
2087479y2

646800

(4.21)

Pentru aproximarea termenului U0+U1, mulţimea S1m constă din funcţiile {y, y3, y4, y5}
şi pentru V0 + V1 mulţimea S2m = {y2, y3, y5, y6, y7}.

Se construieşte o soluţie aproximativă de forma:
Ũ(y) = c0 + c1y + c2y

3 + c3y
4 + c4y

5 şi Ṽ (y) = d0y
2 + d1y

3 + d2y
5 + d3y

6 + d4y
7.

Cu ajutorul condiţiilor iniţiale date:

Ũ(0) = 1, Ũ(1) = 0, Ṽ (0) = 0, Ṽ (1) = 1, Ṽ ′(0) = 0, Ṽ ′(1) = 0

se obţin: c0 = 1, c1 = −1− c2 − c3 − c4
respectiv d0 = −2d2 + 3d3 + 4d4 + 3, d1 = −3d2 − 4d3 − 5d4 − 2.

Înlocuind expresiile lui c0, c1, d0, şi d1 ı̂n expresia resturilor rezultă

R1(y, Ũ) = R(y, c2, c3, c4); R2(y, Ṽ ) = R(y, d2, d3, d4) (4.22)

Funcţionalele corespunzătoare sunt

J1(c2, c3, c4) =

1∫
0

R2
1(y, c2, c3, c4)dy; J2(d2, d3, d4) =

1∫
0

R2
2(y, d2, d3, d4)dy

(4.23)
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Prin minimizarea acestor funcţionale se determină coeficienţii: cj şi dj, j = 2, 4, cu
ajutoarul cărora se determină următoarele soluţii aproximative pentru sistemul (4.16):

- aproximarea termenului de grad doi:
Ũ(y) = 0.2513943y5 − 0.8905203y4 + 1.04400719y3 − 1.404881162y + 1;
Ṽ (y) = 0.05831712y7 − 0.218893y6 + 0.3252221y5 − 2.39167630y3 + 3.22703097y2.
- aproximarea termenului de grad trei:
Ũ(y) = −0.01278317y9+0.07931201y8−0.21264y7+0.260967636y6+0.132368501y5−

0.90665763y4 + 1.0653323749y3 − 1.4058936967y + 1;
Ṽ (y) = 0.000772521972y11− 0.0033512835y10 + 0.002836561y9− 0.0031087019y8 +

0.079915383y7 − 0.25695066296y6 + 0.3470628y5 − 2.3943088377y3 + 3.22713221y2.
Comparaţia este prezentată ı̂n Tabelele 4.1 care includ rezultatele obţinute ı̂n [86],

prin intermediul OAM şi DTM, rezultatele obţinute ı̂n [33] prin MAPMP şi rezultatele
calculate prin OPM clasic şi prin MPOMP.

y εOAM [86] εDTM [86] εPLSM [33] εOPM2 t. εOPM 3t. εMPOMP 2t. εMPOMP 3t.

0.1 9.04× 10−3 1.08× 10−2 8.06× 10−4 4.45× 10−3 6.77× 10−4 8.61× 10−5 3.68× 10−6

0.2 1.77× 10−2 1.77× 10−2 1.90× 10−3 9.08× 10−3 1.35× 10−3 8.00× 10−5 1.56× 10−6

0.3 2.71× 10−2 1.98× 10−2 2.14× 10−3 1.37× 10−2 2.01× 10−3 4.18× 10−6 3.41× 10−6

0.4 3.45× 10−2 1.79× 10−2 1.34× 10−3 1.78× 10−2 2.64× 10−3 9.71× 10−5 9.99× 10−8

0.5 3.73× 10−2 1.39× 10−2 8.14× 10−5 2.10× 10−2 3.16× 10−3 1.29× 10−4 2.42× 10−6

0.6 3.46× 10−2 9.33× 10−3 1.43× 10−3 2.24× 10−2 3.50× 10−3 7.69× 10−5 1.22× 10−6

0.7 2.77× 10−2 5.39× 10−3 2.09× 10−3 2.15× 10−2 3.54× 10−3 2.59× 10−5 9.10× 10−7

0.8 1.87× 10−2 2.63× 10−3 1.74× 10−3 1.78× 10−2 3.12× 10−3 9.63× 10−5 7.61× 10−7

0.9 9.27× 10−3 9.33× 10−4 6.99× 10−4 1.07× 10−2 2.02× 10−3 6.71× 10−5 4.05× 10−7

Tabela 4.1: Compararea erorilor absolute ale soluţiilor aproximative U in cazul Re = 1
si Ha = 0.

4.3 Comentarii bibliografice

În acest capitol am descris Metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor mai mici
pătrate cu aplicaţie asupra rezolvării unui sistem de ecuaţii diferenţiale care modelează
fluxul sanguin prin vasele de sânge. Metoda a fost prezentată ı̂n 2017 de C Bota şi B
Căruntu ı̂n lucrarea [23].

Rezultatele originale privind Teorema 4.1.1 şi aplicarea acestei metode unui sistem
care modelează fluxul sanguin, rezultate obţinute ı̂n timpul stagiului doctoral au fost
publicate ı̂n articolul: M.S. Paşca, O. Bundau, A Juratoni, B. Căruntu, The Least
Squares Homotopy Perturbation Method for Systems of Differential Equations with
Application to a Blood Flow Model , Mathematics (10/2) 2022, pag. 546-560.
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Capitolul 5

Metoda de aproximare polinomială
ı̂n sensul celor mai mici pătrate pe
subintervale (MAPMPS)

În acest capitol este descrisă o nouă metodă de determinare a soluţiilor analitice
aproximative pentru diverse tipuri de ecuaţii diferenţiale, metodă elaborată de mine
ı̂n urma calculelor efectuate de-a lungul stagiului doctoral.

În ultimele luni de activitate am prezentat rezultatele obţinute ı̂n cadrul mai multor
conferinţe interne şi internaţionale.

5.1 MAPMPS pentru ecuaţii de tip Bagley-Torvik

Rezultatele obţinute aplicând MAPMPS unei ecuaţii de tip:

y′′(x) + k ·Dαy(x) + λ · y(x) = 0, x ∈ [a, b] (5.1)

cu 1 < α < 2, şi cu condiţiile iniţiale:

y(a) = 0, y′(a) = 1, (5.2)

le-am prezentat ı̂n cadrul conferinţei SACI 2022 care s-a desfăsurat ı̂n Timişoara ı̂n
perioada 25-28 mai 2022 şi vor aparea ı̂n Proceedings-ul conferintei cotat IEE si WBS.

Problema de tipul (5.1) a fost folosită pentru a modela caracteristicile de rezistenţă
la deformare ale betonului polimeric. Acest beton polimeric este reprezentat ca un set
de granule de minerale diluate ı̂ntr-un mediu elastic-plastic. Mişcarea granulelor este
descrisă de ecuaţia (5.1), unde k este vâscozitatea, λ este modulul de rigiditate, iar α
este parametrul elastic-plastic al mediului.

Betonul polimeric poate fi utilizat pentru construcţii noi sau repararea betonului
vechi. Proprietăţile sale adezive permit repararea atât a betoanelor polimerice, cât şi a
betoanelor convenţionale pe bază de ciment. Rezistenţa la coroziune şi permeabilitatea
scăzută a betonului polimeric ı̂i permite să fie utilizat la construcţia piscinelor, a
structurilor de canalizare, a canalelor de drenaj şi a altor structuri care conţin lichide
sau substanţe chimice corozive.

Având o utilitate practica largă s-au cautat soluţii ale sistemului descris ı̂n (5.1)
unde Dαy reprezintă derivata fracţionară ı̂n sens Caputo de ordinul α.

56



În secţiunea următoare se prezintă Metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul ce-
lor mai mici pătrate pe subintervale (MAPMPS) care permite determinarea soluţiilor
polinomiale aproximative analitice pentru ecuaţii diferenţiale ordinare fracţionare. Voi
compara soluţiile aproximative astfel obţinute cu cele prezentate de Alerov şi colabo-
ratorii săi ı̂n [5].

5.1.1 Descrierea metodei MAPMPS

Se consideră o diviziune a intervalului I = [a, b] formată din M + 1 puncte:

a = a0 < a1 < a2 < · · · < aM−1 < aM = b.

Pe fiecare subinterval al domeniului de definiţie, astfel obţinut: Ii = [ai, ai+1] cu
i = 0,M − 1 se notează cu ỹi o soluţie aproximativă a ecuaţiei (5.1). Eroarea obţinută
prin ı̂nlocuirea soluţiei exacte y cu soluţia aproximativă ỹi va genera resturile:

Ri(ỹi(x)) = ỹ′′i (x) + k ·Dαỹi(x) + λ · ỹi(x). (5.3)

Definiţie 5.1.1. Numim soluţie ε-aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai
mici pătrate pe subintervale, pentru problema (5.1-5.2) o soluţie ỹ = ỹi, x ∈ Ii
care satisface relaţiile:

|Ri(ỹi(x))| < ε, i = 0,M − 1, ε > 0 (5.4)

ı̂mpreună cu
ỹi(ai) = 0. (5.5)

Definiţie 5.1.2. Numim soluţie slab ε-aproximare polinomială ı̂n sensul celor
mai mici pătrate pe subintervale pentru problema (5.1-5.2) o soluţie polinomială
ỹi care satisface relaţiile:

ai+1∫
ai

|Ri(ỹi)|dx ≤ ε, i = 0,M − 1 (5.6)

ı̂mpreună cu condiţia (5.5).

Definiţie 5.1.3. Fie polinoamele Pij(x) = ci0 + ci1x+ ci2x
2 + · · ·+ cimx

m, cij ∈ R cu
i = 0,M − 1, j = 0,m care verifică:

Pim(ai) = 0.

Spunem că şirul de polinoame {Pij(x)} este convergent la soluţia problemei (5.1-5.2)
dacă are loc

lim
m→∞

Ri(Pim(x)) = 0, ∀i = 0,M − 1.

Din ipoteza problemei iniţiale (5.1) rezultă că există un şir de polinoame {Pim}
care converge la soluţia problemei, conform teoremei lui Weierstrass de aproximare
polinomială.

Vom calcula o soluţie polinomială aproximativă pe subintervale slab ε aproxima-
tivă, ı̂n sensul Definiţiei 5.1.1, de tipul:

ỹi(x) =
m∑
k=0

dikx
k,m > 0 (5.7)
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unde di0, di1, · · · , dim sunt constante care sunt calculate parcurgând etapele:
- prin ı̂nlocuirea soluţiilor aproximative (5.7) ı̂n ecuaţia (5.1) se obţin:

Ri(ỹi) = ỹi”(x) + k ·Dαỹi(x) + λ · ỹi(x). (5.8)

Pentru determinarea soluţiei aproximative avem de determinat coeficienţii di0, · · · , dim
astfel că Ri(ỹi) = 0, ỹ(ai) = 0. Se ı̂nlocuiesc di0, di1, · · · , dim ı̂n (5.7)) şi se obţine o
soluţie aproximativă pe subintervale pentru ecuaţia (5.1).

- se ataşează probemei (5.1 -5.2) pe fiecare subinterval Ii câte o funcţională:

Ji(di1, di2, di3, · · · , dim) =

ai+1∫
ai

R2
i (ỹi)dx (5.9)

ı̂n care di0 este funcţie de di1, di2 · · · , dim din condiţia iniţială.
- se calculează coeficienţii d0i1, · · · , d0im ca valori care dau minimul funcţionalei Ji.
- cu constantele d0i1, · · · , d0im astfel determinate se construieşte polinomul

Tim(x) =
m∑
k=0

d0ikx
k. (5.10)

Are loc următoarea teroemă de convergenţă:

Teoremă 5.1.1. Şirul polinoamelor {Tim} din (5.10) satisface:

lim
m→∞

ai+1∫
ai

R2(Tim(x))dx = 0. (5.11)

Pentru a calcula o soluţie ε aproximativă polinomială, pe subintervale, pentru
problema (5.1) utilizând MAPMPS, vom determina mai ı̂ntâi o soluţie polinomială
slab ε aproximativă, ỹi.

Dacă are loc |R(ỹi))| < ε atunci ỹi este, de asemenea şi o soluţie ε aproximativă
de tip polinomial pentru problema dată.

5.1.2 Exemplu numeric

În ecuaţia (5.1) se consideră valorile k = 1.8 şi λ = 93, valori obţinute experimental
de Alerov ı̂n [36].

Se aplică metoda MAPMPS pentru determinarea unei soluţii analitice aproxima-
tive. Rezultatele obţinute se compară cu ceea ce s-a obţinut punctual, experimental,
prin măsurători directe de către Alerov şi colaboratorii săi.

Se consideră astfel ecuaţia Bagley-Torvik diferenţială de ordin fracţionar [5]:

y′′(x) + 1.8 ·Dαy(x) + 93 · y(x) = 0 (5.12)

cu x ∈ [0, 1.5], care verifică y(0) = 0 şi y′(0) = 1.
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Cazul α = 1

Pentru cazul ı̂ntreg (α = 1) se calculează soluţia exactă:

y(x) =

10e
−

9t

10 sin

(√
9219x

10

)
√

9219

Aplicând metoda MAPMPS descrisă ı̂n secţiunea anterioară, se poate ı̂mparţi interva-
lul I = [0, 1.5] ı̂ntr-un număr diferit de subintervale şi se pot utiliza pentru aproximare
polinoame de diverse grade.

Cunoscând rezultatele exeprimental amintite se folosesc şase subintervale şi se con-
struiesc soluţii aproximative de tip polinom de grad patru. Astfel pentru determinarea
soluţiei aproximative se parcurg următorii paşi:

- se ı̂mparte intervalul I = [0, 1.5] ı̂n şase subintervale de lungime egală

0 = a0 < a1 < · · · < a5 = 1.5

construind pe fiecare subinterval câte o soluţie aproximativă de forma:

ỹi(x) = di0 + di1 · x+ di2 · x2 + di3 · x3 + di4 · x4

cu i = 0, 5. Din condiţia iniţială se va putea determina di0.
- soluţia aproximativă pentru fiecare subinterval devine ỹi, fiecare fiind un polinom

de grad patru cu coeficienţi necunoscuţi pentru x, x2, x3 şi x4.
- restul (diferenţa dintre soluţia excată şi cea aproximativă) este: Ri(ỹi) pe fiecare

subinterval Ii.
- se compun funcţionalele:

Ji(di1, di2, di3, di4) =

ai+1∫
ai

R2
i (ỹi(x))dx

- prin minimizarea acestor funcţionale ı̂n raport cu di1, di2, di3, di4, i = 0, 5 se deter-
mină coeficienţii cu care se vor construi soluţiile polinomiale MAPMPS care ı̂mpreuna
conduc la soluţia:

ỹ(x) =



30.180x4 − 16.521x3 − 0.856x2 + x, x ∈ [0, 0.25]

−17.486x4 + 33.446x3 − 20.820x2 + 4.591x− 0.244, x ∈ [0.25, 0.5]

1.27433x4 − 10.7486x3 + 17.4514x2 − 9.913x+ 1.791, x ∈ [0.5, 0.75]

9.6662x4 − 29.5549x3 + 31.532x2 − 13.4617x+ 1.8107, x ∈ [0.75, 1]

−12.1678x4 + 54.5591x3 − 89.987x2 + 64.573x− 16.983, x ∈ [1, 1.25]

8.122x4 − 47.1712x3 + 101.441x2 − 95.651x+ 33.346, x ∈ [1.25, 1.5]
Tablul 5.1 prezintă comparaţia dintre rezultatele experimentale corespunzătoare

soluţiei numerice propuse de Alerov ı̂n [5], soluţia exactă şi soluţia obtinută folosind
MAPMPS.
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x Soluţia determinată Soluţia Exactă Soluţia εMAPMPS

experimental Alerov [5] MAPMPS

0.25 5× 10−2 5.615× 10−2 5.619× 10−2 4.464× 10−4

0.50 −4× 10−2 −6.614× 10−2 −6.600× 10−2 1.400× 10−4

0.75 −1× 10−2 4.212× 10−2 4.166× 10−2 4.412× 10−4

1.00 2× 10−2 −6.795× 10−3 −6.801× 10−3 6.456× 10−4

1.25 −1× 10−2 −1.808× 10−2 −1.860× 10−2 5.206× 10−4

1.50 −1× 10−2 2.605× 10−2 2.619× 10−2 1.429× 10−4

Tabela 5.1: Comparaţie ı̂ntre soluţiile problemei 5.12

Astfel este ilustrată o bună acurateţe a metodei MAPMPS, care ne permite să
folosim aceeaşi procedură şi ı̂n cazul α ∈ (1, 2). Pentru cazul fracţionar nu se pot
face comparaţii cu rezultatele obţinute de alţi autori, deoarece până acum nu au fost
publicate soluţii analitice sau numerice pentru acest caz.

Cazul α ∈ (1, 2)

Pentru α = 1.47 parcurgând algoritmul descris mai sus s-a determinat soluţia
analitică aproximativă MAPMPS (folosind o aproximare polinomială de gradul 4 şi
ı̂mpărţind intervalul I ı̂n şase subintervale echidistante)

Pentru primul subinterval, restul calulat este

R1(ỹ(x)) =
200x53/100(12903d2 + 100x(253d3 + 400d4x))

683859Γ

(
53

100

)
obţinut prin alegerea unei soluţii polinomiale aproximative de forma

ỹ(x) = d0 + d1x+ d2x
2 + d3x

3 + d4x
4.

Funcţionala corespunzătoare ataşată este:

J1(d2, d3, d4) =
120x53/100(12903d2 + 100x(253d3 + 400d4x))

227953Γ

(
53

100

) +

+93 (d2x
2 + d3x

3 + d4x
4 + t) + 2d2 + 6d3x+ 12d4x

2

Prin minimizarea aceastei funcţionale se obţine soluţia analitică aproximativă pe pri-
mul subinterval I1 = [0, 0.25]

ỹ1(x) = 19.752x4 − 13.349x3 − 0.04089x2 + x.

Se reia procedeul pe fiecare subinterval şi se obţine soluţia de mai sus.
Se repetă algoritmul pentru α = 1.60, 1.7 şi 1.9.
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5.2 MAPMPS pentru ecuaţii de tip Riccati

Urmând algoritmul descris ı̂n 5.1.1 se determină soluţii analitice aproximative şi
pentru ecuaţii de tip Riccati.

Exemplul 5.2.1.

Astfel se consideră problema studiată şi ı̂n [6], [22], [32], [108] formată din ecuaţia

Dαy(x) = −y2(x) + 1, x ∈ [0, 1] (5.13)

cu condiţia iniţială
y(0) = 0

unde y este o funcţie absolut continuă pe intervalul [0, 1], 0 < α ≤ 1, cu Dαy derivata
fracţionară de ordin α ı̂n sens Caputo (conform Definiţiei ??) a funcţiei y, astfel ı̂ncât
să fie satisfăcută condiţia de existenţă şi unicitate a soluţiei.

Doar pentru cazul ı̂ntreg α = 1 se cunoaşte soluţia exactă:

y(x) =
e2x − 1

e2x + 1

Se determină cu ajutorul metodei MAPMPS o soluţia analitică aproximativă pen-
tru această problemă. În acest sens se parcurg etapele descrise ı̂n secţiunea anterioră,
astfel:

• se divide intervalul I = [0, 1] ı̂n patru subintervale echidistante

0 = a0 < a1 < · · · a3 = 1. Pentru fiecare subinterval Ii = [ai, ai+1] cu i = 0, 3 se
compune o soluţie aproximativă de tip polinomial de forma

ỹi(x) = di0 + di1 · x+ di2 · x2 + di3 · x3 + di4 · x4 + di5 · x5

. Din condiţia iniţială se determină di0.

• Pe fiecare subinterval soluţia aproximativă devine

ỹi - polinom de grad cinci cu coeficienţi necunoscuţi pentru puterile x, x2, · · ·x5.

• Prin ı̂nlocuirea soluţie exacte y cu soluţia aproximativă ỹ pe fiecare subinterval
Ii se va determina restul de forma Ri(x, ỹi) .

• Se ataşează funcţionala:

Ji(di1, di2, di3, di4, di5) =

ai+1∫
ai

R2
i (x, ỹi)dx

Se minimizează Ji ı̂n raport cu fiecare din variabile şi se obţin astfel coeficienţii
care vor duce la afarea polinomului de aproximare pe fiecare subinterval considerat.

Soluţia analitică aproximativă de tip polinom MAPMPS este:

ỹ(x) =


ỹ1(x) = 0.115x5 + 0.006x4 − 0.334x3 + 0.00005x2 + 0.999x, x ∈ [0, 0.25]

ỹ2(x) = 0.019x5 + 0.13x4 − 0.41x3 + 0.018x2 + 0.997x+ 0.00016, x ∈ [0.25, 0.5]

ỹ3(x) = −0.054x5 + 0.3x4 − 0.572x3 + 0.103x2 + 0.976x+ 0.0023, x ∈ [0.5, 0.75]

ỹ4(x) = −0.058x5 + 0.31x4 − 0.58x3 + 0.102x2 + 0.978x+ 0.0016, x ∈ [0.75, 1]
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x εV IM [6] εLSDQ[32] εJCM [108] εMAPMPS gr.5 εMAPMPS 6 εMAPMPS 7

0 0 0 0 0 0 0

0.10 5.00× 10−11 1.59× 10−5 4.57× 10−9 3.11× 10−9 4.46× 10−10 4.13× 10−13

0.20 4.39× 10−9 2.43× 10−5 9.74× 10−10 6.94× 10−9 3.52× 10−10 6.21× 10−13

0.30 1.56× 10−7 1.41× 10−5 3.71× 10−9 1.06× 10−8 1.05× 10−10 2.05× 10−12

0.40 1.97× 10−6 2.32× 10−5 1.29× 10−9 5.56× 10−9 1.32× 10−10 1.95× 10−12

0.50 1.38× 10−5 3.95× 10−5 1.93× 10−9 1.72× 10−13 2.22× 10−14 5.55× 10−17

0.60 6.61× 10−5 1.82× 10−5 2.74× 10−9 2.30× 10−9 3.11× 10−10 5.83× 10−11

0.70 2.43× 10−4 1.58× 10−5 4.32× 10−9 3.43× 10−9 2.56× 10−10 4.38× 10−11

0.80 7.35× 10−4 2.18× 10−5 2.43× 10−9 1.88× 10−9 2.05× 10−10 3.78× 10−11

0.90 1.91× 10−3 1.05× 10−5 3.59× 10−10 1.19× 10−9 5.49× 10−11 3.41× 10−11

1 4.42× 10−3 2.03× 10−5 7.01× 10−9 1.07× 10−13 7.77× 10−17 1.28× 10−13

Tabela 5.2: Comparaţii ı̂ntre erorile absolute pentru Exemplul 5.2.1, cazul α = 1

A fost reluat algoritmul descris mai sus şi s-a determinat şi soluţia analitică aproxi-
mativă, de tip polinomial, pe subintervale, utilizându-se pentru polinoamele de aproxi-
mare gradul 6 şi gradul 7. Tabelul 5.2. conţine comparaţiile ı̂ntre erorile determinate
de alţi cercetători pentru această aplicaţie şi rezultatele aplicând MAPMPS.

În tabel se pot observa erori comparabile cu ceea ce se regaseşte ı̂n literatură şi
pentru polinom de aproximare de grad 5, motiv pentru care se va păstra acest grad
minim pentru cazul fracţionar. Sigur că majorând gradul polinoamelor de aproxi-
mare, precum şi crescând numărul de subintervale, se vor obţine soluţii cu eroare tot
mai mică, ı̂nsă timpul consumat pentru determinarea soluţiilor va creşte. Astfel că
urmărind şi un consum cât mai mic de resurse, pentru cazul fracţionar aproximarile se
vor determina doar cu polinom de grad cinci şi folosind patru subintervale echidistante.

Soluţiile numerice obţinute sunt:

• pentru α = 0.9

ỹ(x) =


237.87x5 − 174.75x4 + 48.25x3 − 6.82x2 + 1.64x, x ∈ [0, 0.25]

0.30x5 − 0.57x4 + 0.51x3 − 0.77x2 + 1.29x+ 0.007, x ∈ [0.25, 0.5]

−0.04x5 + 0.18x4 − 0.13x3 − 0.49x2 + 1.23x+ 0.01, x ∈ [0.5, 0.75]

−0.03x5 + 0.12x4 − 0.04x3 − 0.56x2 + 1.26x+ 0.008, x ∈ [0.75, 1]

• pentru α = 0.8

ỹ(x) =


701.83x5 − 512.74x4 + 141.14x3 − 19.37x2 + 2.63x, x ∈ [0, 0.25]

1.06x5 − 2.45x4 + 2.62x3 − 2.13x2 + 1.68x+ 0.015, x ∈ [0.25, 0.5]

0.07x5 − 0.36x4 + 0.88x3 − 1.42x2 + 1.55x+ 0.022, x ∈ [0.5, 0.75]

0.02x5 − 0.20x4 + 0.67x3 − 1.29x2 + 1.51x+ 0.025, x ∈ [0.75, 1]
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5.3 Comentarii

Exemplele numerice prezentate ı̂n ambele subcapitole ale acestui ultim capitol
al lucrării ilustrează o bună concordanţă ı̂ntre rezultatele obţinute utilizând această
nouă metodă şi rezultatele existente ı̂n literatură. De asemenea din descrierea metodei
reiese gradul redus de dificultate prin care se determină soluţiile analitice aproximative
pentru diverse tipuri de probleme cu aplicabilitate ı̂n viaţa reală. Se observă totodată
o convergenţa rapidă a soluţiei aproximative spre soluţia exactă, având ı̂n vedere că
aproximările polinomiale se calculează pe intervale de lungime redusă (subintervale
ale domeniului de definiţie). Acesta este şi motivul pentru care timpul computaţional
nu este unul ridicat, chiar dacă se calculează mai multe polinoame de aproximare
(pe fiecare subinterval câte un polinom) pentru ca ı̂n final sa fie obţinută soluţia pe
intreg intervalul de definiţie. Sunt mai multe polinoame, dar având grad mai mic sunt
necesari mai puţini coeficienţi, calculul de minimizare se face pentru funcţionale care
au un număr mai redus de necunoscute.

Rămâne ı̂n continuare deschisă problema determinării mai rapide a numărului op-
tim de subintervale pentru fiecare tip de problemă ı̂n parte precum şi gradul minim
necesar pentru polinomul de aproximare pe fiecare subinterval. Toate acestea se vor
studia şi perfecţiona ı̂n perioada următoare, ducând probabil la scrierea de alte comu-
nicări stiinţifice ce se vor prezenta la conferinţe interne şi internaţionale, precum şi,
poate, la publicarea altor articole ı̂n jurnale de specialitate.
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Concluzii

Pe parcursul celor patru ani de stagiu doctoral am calculat soluţii analitice apro-
ximative pentru diverse tipuri de ecuaţii cu derivate fracţionare, aplicând metode de
aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate.

Am folosit metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate, in-
trodusă ı̂ntr-o primă formă de Prof C. Bota şi B Căruntu ı̂n 2012, pentru determinarea
soluţiilor analitice aproximative pentru ecuaţii Bagley-Torvik, Lane-Emden, probleme
de control optimal şi ecuaţii integro-diferenţiale de tip Fredholm-Volterra. Rezultatele
obţinute ı̂n urma calculelor au fost publicate ı̂n mai multe articole in jurnale de spe-
cialitate. În prima parte a tezei am menţionat articolele şi citările existente până la
1.09.2022 din partea autorilor străini cu preocupări ı̂n determinarea soluţiilor numerice
sau analitice pentru ecuaţii cu derivate fracţionare.

În continuare am utilizat metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai
mici pătrate aplicată unei diviziuni a intervalului de definiţie metodă introdusă de Prof
C.Bota şi B. Căruntu ı̂n 2017 şi am aplicat-o unor ecuaţii de tip Bagley-Torvik, Riccati,
unor ecuaţii neliniare cu derivate fracţionare şi unor sisteme de ecuaţii diferenţiale. Ca
şi ı̂n cazul metodei MAPMP, rezultatele obţinute au fost publicate ı̂n jurnale de spe-
cialitate. Apoi am aplicat metoda perturbaţiilor omotopice ı̂n sensul celor mai mici
pătrate, metodă dezvoltată tot de Prof C. Bota si B. Căruntu ı̂n 2017, pentru determi-
narea soluţiilor aproximative pentru un sistem de ecuaţii diferenţiale care modelează
fluxul sanguin. Şi ı̂n acest caz rezultatele astfel obţinute au fost publicate ı̂n cadrul
unui articol dintr-o revistă de specialitate.

Pornind de la aceste metode, dezvoltate ı̂n ultimul deceniu ı̂n cadrul Universităţii
Politehnica din Timişoara, pe care le-am aplicat pentru rezolvarea unor ecuaţii cu
aplicabilitate practică ı̂n diverse ramuri ale ştiinţei, ı̂n ultimele luni am dezvoltat o
metodă originală, Metoda de aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate
pe subintervale. Noua metodă constă ı̂n aplicarea MAPMP succesiv pe subdomenii
ale domeniului de definiţie. Domeniile fiind astfel de lungime redusă, polinoamele de
aproximare obţinute conduc mai repede la erori mai bune (folsind grade polinomiale
mai mici decât ı̂n cazul metodelor descrise ı̂n capitolele 2 şi 3). Gradul polinomului
de aproximare fiind mai mic şi coeficienţii calculaţi sunt mai puţini, astfel ca timpul
necesar (resursele utilizate) calculelor este mai redus, utilitatea practică a metodei
fiind una ridicată. Deoarece aproximările folosite ı̂n metodele descrise ı̂n Capitolele 2,
3 şi 5 sunt de tip polinomial, ele conduc la erori bune (de ordin mic) doar ı̂n cazul ı̂n
care domeniul de definiţie al problemei este I = [a, b] de lungime destul de redusă.

Ca direcţie de continuare a cercetării imi propun ca ı̂n cazul aproximărilor polino-
miale ı̂n sensul celor mai mici pătrate, să abordez oportunitatea generarii de soluţii
polinomiale de tip Chebyshev sau alte tipuri de polinoame cu convergenţa mai ra-
pida. În schimb, ı̂n situaţia ı̂n care domeniile tind la infinit sau dacă funcţiile căutate
sunt periodice, aproximările cu funcţii polinomiale nu ne vor conduce la rezultate
satisfăcătoare. Astfel, imi propun ca ı̂n viitor să ı̂ncerc dezvoltarea unei metode a per-
turbărilor omotopice ı̂n sensul celor mai mici pătrate pe subintervale, ca o ı̂mbinare
a metodelor MPOMP cu MAPMPS. În cazul unei astfel de metode forma soluţiei
aproximative se va putea alege ı̂n concordanţă cu cerinţele problemei, putând vorbi de
aproximări cu funcţii exponenţiale, trigonometrice etc.

Consider că teza de faţă constituie o bună premisă pentru incursiuni ulterioare ı̂n
tematica obţinerii de soluţii analitice pentru ecuaţii cu derivate fracţionare.
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aproximare polinomială ı̂n sensul celor mai mici pătrate,
soluţii analitice aproximative
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[69] M.Lăpădat, M.Razzaghi, MS.Paşca: Numerical solution of the first order non-
linear differential equations with the mixed nonlinear conditions by using PLSM
(comparison with Bernstein polynomials method), ITM Web of Conferences 29,
01014 2019, 7 pag

[70] Y.Li, W.Zhao, Haar wavelet operational matrix of fractional order integration
and its applications in solving the fractional order differential equations, Applied
Mathematics and Computation 216, 2010, 2276-2285

[71] F.Mabood, AI.Ismail, I.Hashim, Application of optimal homotopy asymptotic me-
thod for the approximate solution of Riccati equation, Sains Malays. 42 (6) 2013,
863-867

[72] K.Maleknej, M.Attary, An efficient numerical approximation for the linear class
of Fredholm integro-differential equations based on Cattanis method, Communica-
tions in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 16, 2011, 2672-2679

[73] K.Maleknejad, Y.Mahmoudi, Taylor polynomial solution of high-order nonlinear
Volterra-Fredholm integro-differential equations, Applied Mathematics and Com-
putation, 145, 2003, 641-653
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