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Capitolul 1

Introducere

Structura lucrarii

In teza de doctorat Metode de aproximare polinomiala tn sensul celor mat maici
patrate pentru ecuatii cu derivate fractionare sunt prezentate diverse metode de de-
terminare a solutiilor analitice aproximative pentru mai multe tipuri de ecuatii cu
derivate fractionare. Fiecare din aceste ecuatii au aplicabilitate in diverse domenii ale
stiintei. In cei patru ani de stagiu doctoral am determinat solutii analitice aproxi-
mative de tip polinomial pentru ecuatii cu derivate fractionare dintre care amintesc
ecuatii de tip Bagley-Torvik, Lane Emden, Fredholm, Volterra.

Ca definitie a derivatei fractionare in aceasta lucrare este folosita definitia Caputo
astfel ca se numeste derivata de ordin « fractionar, in sens Caputo a functiei
y : [a,b] C Ry — R absolut continua:

F(nl— ) /(l’ — )" y™M(Qd¢, n—1<a<n,
D%y(r) = " .
d"y(z) _
a0

unde n € N* 5i I'(z) = /txletdt,x € [a,b] C Ry.

0
Fiecare din capitolele tezei prezinta cate o metoda de obtinere a solutiei analitice
aproximative si aplicatiile numerice studiate.
Lucrarea este structurata astfel: cinci Capitole gi Concluzii.

e Capitolul I - Introducerea - in care sunt definite notiunile utilizate in capitolele
lucrarii si tipurile de ecuatii pentru care se gasesc solutii analitice aproximative
utilizand metodele descrise in cele patru capitole ale lucrarii.

e Capitolul 1T - Tncepe cu descrierea Metodei de aproximare polinomiala in sen-
sul celor mai mici patrate (MAPMP) aga cum a fost ea introdusa in anul 2012
de Profesorii C. Bota si B Caruntu in lucrarea e-Approximate polynomial so-
lutions for the multi-pantograph equation with variable coefficients, din Applied
Mathematics and Computation, 2012, 219 (4), pp.1785-1792.
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In continuare capitolul contine rezultatele originale obtinute aplicand metoda
MAPMP pentru diverse tipuri de ecuatii cu derivate fractionare, ecuatii cu apli-
cabilitate In multe ramuri ale ingineriei. Este astfel aratata utilitatea metodei.
Mare parte din aceste rezultate au fost publicate in ultimii trei ani in jurnale
internationale de specialitate gi se regasesc deja citate in publicatii mentionate
la inceputul acestei teze.

Capitolul III - Contine descrierea metodei de aproximare polinomiala in sensul
celor mai mici patrate aplicata pe diviziuni ale domeniului de definitie (MAPMPDI),
metoda elaborata de Prof. Bota si Caruntu si prezentata in cadrul conferintei
The 15th International Conference on Mathematics and it’s applications ICMA
2018 - International Conference on mathematics and its applications, in lucrarea
Approzimate solutions for the magnetohydrodynamic flow of a non-Newtonian
nanofluid in a coazial porous cylinder using the Least Squares Differential Qua-
drature Method.

In continuarea capitolului sunt prezentate aplicatii ale metodei MAPMPDI pen-
tru determinarea solutiilor analitice aproximative pentru diverse tipuri de ecuatii.
Toate aceste rezultate constituind contributii originale au fost comunicate in
cadrul unor conferinte internationale sau publicate in jurnale de specialitate.

Capitolul IV - Debuteaza cu o prezentare succinta metodei de determinare a
solutiilor aproximative- Homotopy Perturbation Method- introdusa de He in
1999. In cadrul aceluiasi capitol se prezinta Metoda perturbatiilor omotopice in
sesnul celor mai mici patrate (MPOMP) elaborata de aceiagi profesori Bota si
Caruntu in 2017 gi publicata in lucrarea Approzimate analytical solutions of non-
linear differential equations using the Least Squares Homotopy Perturbation Me-
thod in Journal of mathematical analysis and applications, 2017, 448(1), pp.401-
408.

In continuarea descrierii metodei, In teza se prezinta si modul sau de aplicare
asupra ecuatiilor care modeleaza un flux magnetohidrodinamic laminar al unui
fluid vascos non-newtonian intr-un canal semiporos sub influenta unui camp
magnetic static coaxial uniform. Rezultatele originale astfel obtinute au fost
publicate la inceputul anului 2022 intr-un jurnal matematic de top.

Capitolul V - Include prezentarea unei metode originale dezvoltata de autoare
in ultimile luni ale stagiului doctoral, metoda numita: Metoda de aproximare
polinomiala in sensul celor mai mici patrate pe subintervale (MA-

PMPS).

De asemenea, in acest ultim capitol sunt incluse si rezultatele obtinute aplicand
aceasta noua metoda in rezolvarea unor ecuatii diferentiale fractionare.
Aceste rezultate au fost prezentate in cadrul unor conferinte desfagurate recent:

- International Conference on Computational Methods and Applications in En-
gineering - ICCMAE 2022, Mississippi, USA, May 7-8 2022;

- The Fourth Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its
Applications - RISMAA 2022, Bragov, Romania, May 19-21 2022;

- 16 th International Symposium on Applied Computational Intelligence and
Informatics - SACI 2022 Timigoara, Romania, May 25-28 2022.
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Modul facil de determinare al solutiilor analitice obtinute prin aplicarea noii
metode promite elaborarea unui algoritm ce poate in timp sa prezinte interes
in domeniu. Se definitiveaza aspecte legate de numarul optim de subintervale
necesar in vederea obtinerii soluctiei cu "restul cel mai mic” in cel mai scurt timp,
cu un consum minim de resurse. Cercetarea continua in acest sens, urmand ca
noile rezultate ce se vor obtine sa fie comunicate in intruniri stiintifice viitoare
si/sau sa fie trimise de autoare spre publicare in jurnale de specialitate.

e Concluzii - Partea finala a lucrarii cuprinde cateva directii de continuare a cer-
cetarii, posibile idei de dezvoltare a metodei MAPMPS si a altor metode pentru
determinarea solutiilor analitice aproximative pentru diverse ecuatii sau sisteme
de ecuatii cu derivate fractionare.

Rezultate originale

Rezultatele originale cuprind urmatoarele:

- in Capitolul al doilea - Teoremele 2.1.1 i 2.1.2 alaturi de determinarea solutiilor
analitice aproximative utilizand metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai
mici patrate (metoda MAPMP) pentru ecuatjii:

- de tip Bagley-Torvik cu conditii la frontiera ecuatia de forma:

y'(x) + A(2)y'(z) + B(x) Dy(x) + Clx)y(x) = f(z),z € [a,b], (1.2)

y(a) = p1,y(b) = pa.

in care y este o functie absolut continua pe intervalul [a,b], A, B, C, si f functii reale
continue pe intervalul [a, b] iar D®y - derivata fractionara de ordin « in sens Caputo a
functiei y cun — 1 < a <n,n € N¥

-Lane-Emden de forma:

Day(a:)+§-D%(a:)%—f(x,y(:v)) =g(z), z€lab], 1l<a<2, 0<p<1(1.3)

cu conditiile la frontiera:
yla)=p, y(b)=v (1.4)
unde k, p §i v sunt constante reale, f si g functii reale continue pe [a, b], y o functie
absolut continua pe intervalul [a,b], iar D*y si Dy - drivate fractionare de ordin «
respectiv § in sens Caputo a functiei y cun — 1 < a <n,n € N*;
- Fredholm-Volterra de forma:

1

D% (x) =7 a:,y(x),/Kf(a:,s,y(s))ds,/Kv(a:,s,y(s))ds ,x € [0,1] (1.5)

0

pentru care sunt verificate conditiile:

r—1

[ - u?(0) + By - u(1)] = g, i=0,..,r =1, r €N~ (1.6)

Il
o

J

unde Ky, K, Z siy sunt functii absolut continue pe intervalul [0, 1], iar D*y derivata
fractionara in sens Caputo, de ordin « a functiei y, cun —1 < a <n,n € N*;
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- in al treilea Capitol -Teoremele 3.1.1, 3.1.2, 3.3.1, 3.5.1 si 3.6.1 impreuna
cu solutiile analitice aproximative de tip polinomial, determinate cu ajutor metodei
de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate aplicata pe diviziuni ale
domeniului de definitie (metodei MAPMPDI) pentru ecuatii Bagley-Torvik, ecuatii
diferentiale Riccati de ordin fractionar, ecuatii neliniare cu derivate partiale de ordin
fractionar si pentru sisteme de ecuatii diferentiale;

ecuatiile diferentiale Riccati de ordin fractionar fiind de forma:

Dy(x) — A(2)y*(x) — Bz)y(z) = f(x), 0<a <1, z€lab], (1.7)

cu conditia initiala:
y(a) =k, (1.8)

unde A si B sunt functii reale date, £ o constanta reala iar D%y derivata fractionara
in sens Caputo de ordin « a functiei y absolut continua pe intervalul [a, b].

- in Capitolul al patrulea metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor
mai mici patrate (metoda MPOMP) cu Teorema 4.1.1 se aplica pentru determina-
rea solutiei unui sistem care descrie fluxul sanguin;

- ultimul Capitol contine Teorema 5.1.1 si descrierea unei noi metode de aproxi-
mare polinomiala in sensul celor mai mici patrate pe subintervale (MAPMPS), utilizata
pentru determinarea solutiilor analitice aproximative de tip polinomial pentru ecuatii
cu derivate fractionare.

13



Capitolul 2

Metoda de aproximare polinomiala
in sensul celor mai mici patrate

In acest acest capitol se incepe cu descrierea metodei, aga cum a fost ea prezen-
tata in 2012 de profesorii C. Bota si B. Caruntu in articolul e-Approzimate polynomial
solutions for the multi-pantograph equation with variable coefficients, din Applied Ma-
thematics and Computation [27].

In subcapitolele 2.2 - 2.6 se prezinta modul in care metoda MAPMP a fost utilizata
pentru determinarea solutiilor aproximative analitice pentru diverse tipuri de ecuatii
diferentiale. Cu ajutorul metodei de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici
patrate (MAPMP) se determina solutii analitice aproximative pentru ecuatii de tip
Bagley-Torvik - rezultatele obtinute fiind publicate in [89], pentru ecuatii de tip Lane-
Emden - rezultatele au aparut in [21], pentru probleme de control optimal in [69] si
pentru ecuatii integro-diferentiale Fredholm-Volterra cu rezultatele publicate in [31].

2.1 Descrierea metodei (MAPMP)

Se considera o ecuatie de forma:
F(y (@), g (@), ¢ (2),y(2),2) =y (2), z€la,b]CR (2.1)
care satisface conditiile la frontiera:

yla) =1, y(b) = po (2.2)

cu a € Q4, y o functie absolut continua pe intervalul [a, b], F' functie reala continua
pe intervalul [a, b], §i 11, g2 constante reale, astfel incat sa fie satisfacuta conditia de
existenta si unicitate a solutiei problemei. Se cere gasirea acestei solutii.

Cum determinarea solutiei exacte pentru probleme de acest tip, de cele mai multe
ori nu este posibila, se dezvolta diverse metode pentru determinarea unor solutii apro-
ximative.

O astfel de metoda aproximativa, care va returna o solutie analitica este gi metoda
de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate MAPMP.

Pentru aplicarea metodei, ecuatiei 1i este atasat operatorul

D(y(x) =y (2) = Fy'* (), gD (@), ¢/ (2),y(2),2) @€ lab.  (23)
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Se noteaza cu g o solutie aproximativa de tip polinomial a ecuatiei initiale. Eroarea
obtinuta prin inlocuirea solutiei exacte y cu aceasta aproximare este data de restul

Z(x,y(x)) = 2(4(z)), =€ [a,b]. (2.4)
Solutia aproximativa g de tip polinomial care se cauta indeplineste conditiile:

% (x, §(x))] <& gla) =p1,  §(b) = pa, (2.5)
pentru € pozitiv.

Definitie 2.1.1. Pentru problema initiala data ([2.1)), o solutie polinomiala g care
satisface conditia 2.5 se numeste solutie ¢ aproximativa.

Definitie 2.1.2. Solutia y se numeste solutie slab ¢ aproximativa daca satisface
relatia:

/\%(z,@(m))\dw <e (2.6)

impreuna cu cele doua conditii la frontiera: g(a) = u1, g(b) = po.

In continuare se considera un si de polinoame de forma:

P.(z) = ap + a1w + agx® + -+ a,2”, a; €R, i=0,n (2.7)

care satisface conditiile: P,(a) = u1, P,(b) = ps.

Definitie 2.1.3. P,(z) este convergent la solutia problemei initiale (2.142.2))
daca este satisfacuta conditia: lim Z(P,(z)) = 0.
n—oo

Se va construi o solutie slab € aproximativa:

n
g(x) = dexk, n>1 (2.8)
k=0
in care pentru determinarea coeficientilor reali dy,dy,---d, se parcurg urmatoarele

etape:

1. § fiind o solutie aproximativa, ea genereaza un rest (prin inlocuirea solutiei
exacte y cu g):

R(@,§(x)) =y (x) = Fly (), 42 (@), v/ (2),y(2),2), @€ a,}]
(2.9)
Din cele doua conditii la frontiera se obtin:

do = sidy+dy+---+dy=pz— 1.

2. Se atageaza functionala:

P (dyday dy) = /,@Q(x,g(x))dx. (2.10)
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3. Se minimizeaza functionala ¢ in raport cu coeficientii reali di,ds, - - ,d, si se
obtine:

b
/(d(l],dg,"‘ 7d%) = min /%2($;g<x>)dx

4. Se utilizeazd acegti noi coeficienti (dy), care minimizeaza functionala (2.10)) si se
construieste noul polinom:

n

M,(x) = Zdek, n>1

k=0

Teorema 2.1.1. Polinomul M, (z) construit utilizand algoritmul descris mai sus este
o solutie slab e aproximativa (in sensul Definitiei pentru problema formata din

ecuatia inifiala si conditiile la frontiera .

Estimarea erorii

Teorema 2.1.2. Se da o ecuatie diferentiala de tipul impreuna cu conditiile .
Daca problema astfel construita admite solutie unica, atunci maximul erorii pentru o
solutie aproximativa determinata cu ajutorul MAPMP se calculeaza astfel:

& =mazx|lé(x)],a <z <D

unde é(x) este solutia ecuatiei

F<é(a_l)('r>7 é(a_Q)(x)7 ) é/(x)a é(ZE), (L’) - é(a) (ZE) (2 11)
—Hj(a)(x) - F(g(ail)(r)’ g(a72)(x)7 e 7gl(x)7 g([ﬁ), l’) = 0. ‘
avand
é(x) + §(x) — y(a) = 0.
Remarca 2.1.1. Pentru calculul erorii totale se foloseste:
(2.12)

unde e =y — ¥y

2.2 MAPMP pentru ecuatii de tip Bagley-Torvik

In aceasts sectiune se prezinta o aplicatie a metodei MAPMP, descrisa in subcapi-
tolul 2.1, pentru rezolvarea unor ecuatii cu derivate fractionare de tip Bagley-Torvik.
Ecuatiile Bagley-Torvik pot fi utilizate pentru descrierea miscarii unei placi subtiri
rigide scufundate intr-un lichid newtonian [20], [62], [89].

Ecuatiei Bagley-Torvik cu conditii la frontiera 1i este atasat operatorul:

P(y(x)) = y"(x) + Ax)y (z) + B(x)Dy(x) + C(z)y(x) — f(x), =z € [a,0]. (2.13)
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Se noteaza cu y o solutie aproximativa a ecuatiei initiale si inlocuind solutia exacta
y cu aceasta solutie aproximativa se obtine restul:

X(x,y(x)) = 2(§(x)), x€la,b], (2.14)
pentru y fiind satisfacute:

[%2(x, g(2))] <& gla) = m, gb) = p2,e € Ry

unde € este ales astfel incat eroarea calculata aga cum este descris in sectiunea 2.1 sa
nu depaseasca o valoarea stabilita.
Se construieste un polinom de forma:

Pn(x):a0+alx+a2x2+...+anxn’ aieR, Z:O7_n

care verifica conditiile: P, (a) = 1 si P,(b) = po.
De asemenea, se construieste o solutie slab € aproximativa, in sensul Definitiei

glz) =Y dpa*, n>1,
k=0

in care pentru determinarea coeficientilor realidg, d;,---d, se parcurg urmatoarele
etape:

e 7 fiind o solutie aproximativa, restul devine (inlocuind solutia exacta y cu 7)
Z(x,j(x)) = DG(x) + A@) () + B(2)jj(z) — f(=) (2.15)
Cu ajutorul celor doua conditii la frontiera se obtin

do = p1; di+do+---+dy = pa — p;

e Se atageaza functionala:
b
F sy ) = [ 5w, gta))d (216)

e Cu acesti coeficienti reali (d2) care minimizeaza functionala ([2.16]) se construieste

un nou polinom:
n

M,(z) = Zd,‘;xk, n>1

k=0

care este o solutie slab € aproximativa pentru problema initiala.

Rezultatele obtinute astfel sunt prezentate in articolul: ” Approximate solutions for
the Bagley-Torvik fractional equation with boundary conditions using the Polynomial
Least Squares Method” - in cadrul conferintei ICCMAE din 23-24.05.2018. Aceasta
lucrare contine primele calcule care au fost facute chiar la inceputul stagiului doctoral,
conferinta ICCMAE fiind prima la care am participat. Articolul aparut in proceedings-
ul conferintie a fost citat de A. M. Vargas in 2022 [116].

In cadrul articolului sunt prezentate comparativ rezultatele obtiunte pentru mai
multe ecuatii de tip Bagley-Torvik rezolvate de alti autori cu ajutorul mai multor
metode de aproximare.
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Exemplul 2.2.1. Se aplica aceeasi metoda pentru problema:

y'(x) + D%y@) +y(z) = f(z) 7 (2.17)
y(0) =0, y(1)=1

unde y : [0,1] — R este o functie absolut continua, iar f(x) =2+4- \/§+ 2%, Pentru
T

aceastd problema se cunoaste solutia exactd y(z) = 2 .

O solutie aproximativa, cu eroare destul de mare este propusa de Celikersi Kurulay
in [123], utilizand metoda ”Hibrid discontinua Galerkin”.

Urmand algoritmul descris mai sus, cu ajutorul MAPMP se cauta o solutie de tip
polinomial §(x) = dy + dy - © + dy - ¥* + d3 - 23, solutie care si indeplineasca conditiile
la frontiera indicate, §(0) = 0 si g(1) = 1. Astfel dy = 0 si d; = 1 — dy — d3 solutia
aproximativa devenind §(z) = (1 —dy — d3) - © + do - > + d3 - 2.

Restul construit (de tip este

+
NG
Pentru dy = 1 si d3 = 0 acest rest este nul, gi din nou solutia aproximativa g coincide
cu solutia exactd indicatd pentru aceasta problema ¢(z) = 2.
In cazul in care solutia exacta a problemei nu este cunoscuta (nu este indicata),

situatie des intalnita in practica, folosind MAPMP, cu ajutorul restului Z(g) (de tip

2.15)) se construieste functionala ¢ (ds,ds3) de tip (2.16)):
1
S ads) = [ 7 (@)
0

R =dy-(x-(x—1))+2-(1—2+ds-(5+2%)

Pentru a calcula cei doi coeficienti reali dy si d3 se minimizeaza functionala si se
determina punctele critice ca solutii ale sistemului:

07
o 0

07 0
ods
obtinandu-se:

(0 _ 1077 (2:dy+3:dy—2)+1120-(3-dp+4-d5—3) |

ddy 210 - 7
+64~ﬁ-(64-d2+97-d3—64)

210 -
07 _24640.(2-dQ+3-azg—2)f64.ﬁ.(1067-(d2—1)+1860-dg)+

ods 2310 - 7
+11-7r - (2121 - (dy — 1) + 4400 - d3)

\ 2310 - T

Singurul punct stationar al sistemului astfel determinat este do = 1 si d3 = 0.
Acest punct este unul de minim, deci dy = 1 i d3 = 0 conduc la minimul functionalei
7 (da,ds) gasind astfel solutia aproximativa : g(z) = 22, solutie ce este chiar solutia
exacta indicata pentru aceasta problema.
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Ezxemplul 2.2.2. In mod similar se rezolvi si problema:

y'(x) + D**y(x) = f(a),
y(0) = 0,y(1) =1

z € [0,1] (2.18)

unde

f(z) = =62 + 24 237 <—F(§7) — £C2'7—2 )

si pentru care solutia exactd este y(z) = 22(1 — z).

Folosind MAPMP se gaseste restul de forma unde solutia aproximativa g(x)
a fost construitd ca un polinom de grad trei de forma: §(x) = dy + dy1x + dox® + dza®.

Din conditiile la frontiera §(0) = 0 si §(1) = 1 se determina dy =0, dy = —dy — d3
§i 9(x) = (—dy — d3)x + dox® + dsz3..

Se construieste functionala ¢ si se minimizeaza in raport cu coeficientii reali d,
si d3. Cu ajutorul noilor coeficienti astfel determinati se obtine solutia aproximativa:

§(r) =9.515-107Pr +1-22 —1-2°.

In [7] Alkan aplici ”Sinc Colocation Method” si determini o solutie aproximativa
a acestei probleme. In Tabela 2.1 se prezinta eroarea comparativa a celor doua solutii

aproximative, gasite prin MAPMP, respectiv prin SCM, observandu-se eficacitatea
metodei MAPMP.

X escm|] EMAPMP
0.1 13.06x 1073|246 x 10719
0.2 13.08x107%|724x 10710
0.31349x103 | 1.32x107?
0.41324x1073 ] 1.94 x 107?
0.5]1.49 x 107 | 2.47 x 107*
0.6 299 x 1073 | 2.80 x 107
0.7 1378 x1073 | 2.82 x107?
0.811.66x 1073 | 243 x107?
09261 x107%] 1.53x107?

1 0 0

Tabela 2.1: Comparatii intre eroarea absoluta obtinutd in [7] prin SCM si eroarea
obtinuta prin MAPMP

Prin calcularea erorii totale aga cum s-a specificat in paragraful anterior:

b

Eri = /E2(x)dx

a

unde E =y — ¢, se obtine: Er,, = 1.5217 x 10717,

Cu ajutorul acestor aplicatii numerice se arata utilitatea metodei MAPMP pentru
determinarea solutiilor analitice pentru problemele Bagley-Torvik, solutii ce se deter-
mina cu o precizie ridicatda. De asemenea tipul solutiei (polinom), relativ ugor de
determinat, face ca metoda MAPMP sa fie rapida si facil de utilizat.
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2.3 MAPMP pentru ecuatii de tip Lane Emden

Tot cu ajutorul metodei MAPMP se determina si solutii analitice aproximative
pentru ecuatii fractionare de tip Lane-Emden.

Ecuatia Lane-Emden este [68], [46] utilizata pentru modelarea fenomenelor in fizica
matematica, astrofizica si mecanica celesta, cum ar fi comportamentul termic al unui
nor sferic de gaz sub atractia reciproca a moleculelor sale (conform Chandrasekhar
1967). Pentru aceste ecuatii, parcurgand etapele din descrierea metodei MAPMP se
determina solutii analitice aproximative de tip polinomial .

Ezemplul 2.3.1.

Se considera ecuatia standard fractionara Lane-Emden:

2
D(z) + = - Dy(x) +yP(z) =0, x€(0,1], 1<a<2 0<pB<I1, peN
x
(2.19)
impreuna cu conditiile:
y(0)=1, ¢'(0)=0. (2.20)
unde y : [0,1] = R, y absolut continua pe [0, 1].
Pentru a =2, f =1 &i p = 5 se cunoaste solutia exacta a problemei:

yAx)::(l%—%;>_U2.

In acest caz, se construieste o solutie aproximativa de tip polinom de grad opt.
Prin aplicarea metodei M APM P obtinandu-se:

7(z) = 1-0.16667008728165014-22+0.00010107837073407321-23+0.040795516572604364-
2% 4+ 0.003462406437332758 - 25 — 0.018921294683195165 - 25 + 0.00849801417075113 -
27 — 0.0012402301506061635 - 2°.

Figura 2.1 prezinta eroarea absoluta aferenta solutiei aproximative MAPMP, ca
diferenta in valoare absoluta intre solutia aproximativa si cea exacta pentru a = 2,

p=1p=>5.

25x10%
2.x10~3;
1.5x10*3;
1.x10*‘3;
5.x10*3;

L Il
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Eroarea absoluta corespunzatoare solutiei aproximative y pentru problema
(2.19)-(2.20)).
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Exemplul 2.3.2.

Se considera ecuatia fractionara a sferelor de gaz izoterme care este o ecuatie de
forma:
ze (0,1, I<a<2 0<p<1

2
D(z) + = - DPy(z) — ¥ =0, (2.21)
T

care Indeplinegte conditiile initiale:
(2.22)

unde y : [0, 1] — R,y absolut continua pe [0, 1].

Cu ajutorul algoritmului descris anterior se determina solutia analitica aproxima-
tiva MAPM P

g(z) = 0.166666696591 - 2 — 9.26057498353 x 1077 - 23 — 0.00832560094 - ¢ —
0.0000286566827-2:5+0.000583936718-2:5—0.0000550051331 27 —0.00001276697194 - 8.

Gradul polinomului de aproximare se determina pornind de la eroarea care se
doreste sa fie obtinuta. Cum nu se cunoaste o solutie exacta pentru acest tip de ecuatie,
pentru a compara solutia aproximativa MAPMP ¢ cu cele anterioare, se calculeaza
pentru fiecare solutie aproximativa erorile absolute. Se definesc erorile ca diferente
(in modul) intre valorile solutiei aproximative gi ale solutiilor numerice prezentate in
literatura.

Tabelul 2.2 prezinta comparatii intre valorile erorilor absolute corespunzatoare MA-
PMP cu cele corespunzatoare Metodei Haar Adomian (HAdM) propusa de Saeed [104]
in 2017, Tehnica de Aproximare fractionara (FAT) propusa de Mirza [79] in 2009, o
solutie de serie de puteri accelerata (APSS) propusa de Nouh [82] in 2004 si o solutie
de serii de puteri (PSS) propusa de Hunter [60] in 2001.

x | egaam [104] | epar [79) eapss [82] epss [60] EMAPMP

0.1 | 3.386 x 107® | 6.583 x 107> | 1.493 x 1072 | 6.583 x 10™° | 9.055 x 10~
0.2 | 3.289 x 1078 | 5.336 x 107° | 2.664 x 1072 | 1.533 x 10~* | 1.416 x 10710
0.3 ] 1.672x 1078 | 3.288 x 107° | 3.506 x 1072 | 4.328 x 10~ | 2.290 x 1010
0.4 | 2.366 x 1078 | 1.445 x 107* | 4.014 x 1072 | 1.155 x 1073 | 3.378 x 10~1©
0.5 | 4.270 x 1078 | 4.460 x 10~* | 4.214 x 1072 | 2.653 x 1073 | 6.976 x 1011
0.6 | 2.523 x 1078 | 8.559 x 1074 | 4.105 x 1072 | 5.344 x 1072 | 3.203 x 1010
0.7 | 4235 x 1072 | 1.574 x 1073 | 3.687 x 1072 | 9.726 x 1073 | 1.210 x 10~
0.8 | 4.682 x 1078 | 2.613 x 1072 | 2.991 x 1072 | 1.638 x 1072 | 2.890 x 1010
0.9 | 2.425 x 1078 | 4.001 x 1073 | 2.020 x 1072 | 2.599 x 1072 | 9.922 x 1012
1 ]2.247x 1078 | 5.772 x 1073 | 7.772 x 1073 | 3.902 x 1072 | 5.838 x 1012

Tabela 2.2: Comparatie intre erorile absolute ale solutiilor aproximative pentru ecuatia

sferei izoterme de gaz pentru a = 2, § = 1.

Avand aceste rezultate pentru cazul o = 2, § = 1, se calculeaza in acelagi mod,
aproximarile alegandu-le tot de tip polinom de grad 8, si solutii analitice aproximative

MAPMP pentru diverse valori ale lui a i 5.
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2.4 MAPMP pentru Probleme de control optimal

Aplicand acceasi metoda MAPMP se determina solutii analitice aproximative pen-
tru probleme de contol optimal care se pot reduce la forma:

y'=F(y,y, ).

Se considera legea de control optimal

w:[0,z¢] CRy - R

care minimizeaza performanta functionalei:

zy
J:/ F(y,u,x)dz (2.23)
0

unde ecuatia de stare este:
v = fly,u,z) (2.24)

iar variabila de stare y satisface conditiile y(0) = yo si y(xf) = ys.

Se considera indeplinita conditia F' de clasia C! ceea ce inseamna ci solutia proble-
mei de control optimal exista i este unica pentru anumite conditii date (cunoscute).

Se observa ca legea de control optimal u se poate exprima (cu ajutorul in
functie de variabila de stare y.

Astfel rezolvarea problemei de control optimal revine la rezolvarea unei pro-
bleme de calcul variational, de determinare a minimului functionalei:

Ty
J:/ G(z,y,y )dx (2.25)
0

y(0) = vo, y(zys) = yy (2.26)

unde relatia ([2.25)) se obtine din (2.23)) substituind expresia lui u ca functie de y.
Conditia necesara pentru unicitatea solutiei problemei ([2.25] [2.26) este ca y sa
satisfaca ecuatia Euler-Lagrange :

oG d [(0G
= (= 2.2
dy  dx ((‘9y’) ’ (2.27)

si se obtine astfel problema de control optimal sub forma:
v'= 7y, y, ). (2.28)
Pentru aplicarea metodei MAPMP se definegte operatorul:
2y) =y" = F(,y,2) (2.29)

i daca se noteaza cu § o solutie aproximativa de tip polinomial a ecuatiei ([2.28]),
eroarea ce se obtine prin inlocuirea solutiei exacte y cu aceasta solutie aproximativa
determina un rest de forma:

R(x,y)=2(9), v €[0,xy]. (2.30)
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care conduce la :
‘@($a g) = g// - ﬁ‘(g/, gv :B) (231)

Se construieste functionala:

oy, dy) = /Oxf Bz, §)dz (2.32)

Se minimizeaza funtionala ¢ in raport cu coeficientii reali dy, ds3 - - - , d,,,. Valorile
obtinute In urma minimizarii reprezinta coeficientii noului polinom care reprezinta
solutia analitica aproximativa a probemei de control optimal date initial.

Ezxemplul 2.4.1.

O aplicatie numerica pentru procedeul descris este determinarea solutiei analitice
pentru problema de tipul

gar)l/o [(2 — y(z))* + u?(x)]dz, z€]0,1] (2.33)

unde ecuatia de stare este:

, 1
y(z) = ulz) = 7 vy(2) (2.34)
conditiile la frontiera fiind:
y(0) =0, y(1) =2 (2.35)

unde y : [0, 1] — R,y absolut continua pe [0, 1].
Pentru aceasta problema de control optimal este data in [15] solutia:

e "(—e — 63e* — 63e” + 63 + 63621 4 127)
32(—1 + )

y(r) =

In vederea aplicarii MAPMP se parcurg urmatorele etape:
1. Se foloseste (12.34)) si de obtine legea de control optimal u in functie de variabila
de stare y:

u(e) = y/(2) + Vo) (2.36)

Se inlocuieste expresia lui v in problema initiala, de unde rezulta urmatoarea pro-
blema de calcul variational, de determinare a minimului functionalei:

[ 1= v@) + /) + Vi@ e (237)

impreuna cu conditiile la frontiera y(0) = 0, y(1) = 2.
2. Ecuatia Euler Lagrange corespunzatoare este:
63

y'(x) —y(@) + 35 =0 (2.38)

3. Pentru ecuatia ([2.38) se construieste prin utilizarea procedeului MAPMP descris
anterior, o solutie aproximativa polinomiala de grad 9 astfel:

g(x)=do+di-x+dy-a®+dg-a+dy-at+ds- 2’ +dg- 25+ dp 2" +dg - aB 4 dy - 2.
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Din conditiile la frontiera rezulta: cio =0sidy =2—dy—d3z—dy—ds—dg—d;—dg—dy.
Restul corespunzator obtinut inlocuind solutia exacata cu solutia aproximativa este:

X (r) = —%—2-(2-d2+6~d3-x+12-d4-x2+20-d5-x3+30-d6-x4+42-d7-
$5+56dgl’6+72d9$7)+2((2—d2—d3—d4—d5—d6—d7—d8—d9).fC+d2
2?24 dy- P+ dyat+dsa® +dg - a® +dyoxT +dg - 2B+ dg - 20).

Minimizand functionala de tip _Z Inraport cu coeficientii reali (ds, d3 - - - , dy),
se obtine solutia analitica aproximativa, de tip polinomial:

g(r) = 2.6116294098342 - x + 0.9843749991096 - z* + 0.43527154661696 - x> +
0.08203105649571-244-0.021762704663334-2°+0.0027321111314777-25+0.0005146366961518-
27 4+ 0.0000454584242327 - 2® + 0.000005327350329483 - 2°.

4. Din ecuatia:

i(x) = §'(2) + Vi)

si din expresia lui § se determina ugor .

Tabelul 2.5 prezinta erorile absolute (ca modul al diferentei intre valoarea exacta
si valoarea aproximativa) corespunzatoare aproximarilor pentru variabila de stare g si
pentru legea de control optimal @ obtinute utilizand metoda MAPMP.

X | € MAPMP €4 MAPMP
0 0 4.440 - 1016

0.11]2317-10713]2.194-107H1
0.2 | 6.393-10713 | 1.921 - 1071
0.3 ]1.423-1071 | 7.726- 1072
0.4 | 7.804-1071 | 2.682 - 10~
0.5 | 1.620- 10712 | 1.299 - 10~
0.6 | 2.264 - 10713 | 2.589 - 10~
0.7 | 1.334-107% | 9.465 - 1072
0.8 | 6.727-10713 | 1.677 - 1071
0.9 | 1.718 - 10713 | 2.004 - 10~
1.0 [ 2.220-1071° | 0

Tabela 2.3: Erorile absolute pentru aproximarile variabilei de stare y si a legii de
control optimal @ obtinute utilizaind MAPMP

2.5 MAPMP pentru ecuatii integro-diferetiale ne-
liniare de tip Fredholm Volterra

In acest subcapitol sunt prezentate rezultatele obtinute aplicand MAPMP pentru
determinarea solutiilor analitice aproximative pentru ecuatii integro-diferetiale nelini-
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are de tip Fredholm Volterra de forma:

T

£ nle) 1@ = )+ A [ k) (o), (0) d

a

b
+\o / ko(z,5) - g2(s,y(s),y'(s)) ds, x € [a,b]

a

(2.39)
pentru care se cunosc conditii de tipul

—_

n—

laij - yD(a) + By -y ()] =i, i=0,..,n— 1. (2.40)

<
I
o

unde a, b, A\, A2 sunt constante, iar p; (j = 0,...,n), y, f, k1, k2, g1, g» sunt functii
reale continue pe intervalul [a, b].

Ecuatia de mai sus este una foarte generala cuprinzand atat ecuatii Fredholm cat
si Volterra, liniare si neliniare, integro-diferentiale dar si ecuatii integrale.

Cu cateva exceptii, pentru acest tip de ecuatii nu se poate determina solutia exacta,
fiind prezentate in literatura doar solutii numerice sau solutii analitice aproximative.
De o mai mare utilitate este determinarea unei solutii analitice si bineinteles una cu
o aproximare cat mai buna, cu o eroare cat mai mica, cat mai apropiata de solutia
exacta. Pentru determinarea acestor solutii aproximative s-au utilizat diverse metode
dintre care mentionez doar cateva: metoda dezvoltarii in serii Taylor [73], 118], meto-
dele Tau [58, £9], metoda Perturbarilor omotopice [50], metoda polinoamelor Bessel
[121], metodele Legendre [67], metoda matriceala Bernoulli [I7], metoda Haar Wavelet
[105], 9], 61], metodele Collocation [78, 39], metoda operatorilor Bernstein-Kantorovich
[28], metoda Cattani [72], metoda iteratiilor variationale [106], metoda polinoamelor
Bernstein [2], metode utilizand transformari diferentiale [14].

Pentru determinarea unei solutii analitice aproximative de tip polinomial cu ajuto-
rul metodei MAPMP se parcurg etapele descrise in sectiunea 2.1 pentru ecuatia

impreuna cu conditii de tipul ([2.40)).
Ezxemplul 2.5.1. Ecuatie integro-diferentiala liniara de ordin 2, de tip Fredholm.

Pentru o ecuatie integro-diferentiala liniara de ordin 2, de tip Fredholm [58]:

™

y'(@) =ylx) - —- /y(s) cos(z — s) ds, (2.41)
y(()) = 17 y,(ﬂ'> =0.

unde y : [0,1] — R,y absolut continua pe intervalul [0, 1], se cunoaste solutia exacta,
conform [58], y.(x) = cos(x).

In acest caz, pentru a aplica MAPMP se alege o solutie aproximativa polinomiala
de grad cinci:

jgx)=coteci-rtcy- 2 +ez-adfey-at+ep-ad

Cu ajutorul conditiilor initiale se determina coeficientii ¢y = 1 i
¢ = —2mcy — 3micy — 4m3ey — Hrtes, in functie de coeficientii ¢, 3, ¢4 s c5.
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Se obtine restul:
1
R(x,5(x)) = R(x,co,03,4,05) = —(co(—2? + 21w + 2) — 23(c3 — 20c5)+
s
3(2 + )z + m3x(dey + 5mes) — cqrt + 12¢42? — c52° — 1) — 4dsin(z)((4 + 7)o+
67 (c3 — 20c5) + 273 (c3 + 2(5 + 72)cs) + 3(—16 + 4% + 7)ey — 2)+
4cos(z)(2m(ca + 2(6 + 72)cy) + 3(4 + 72)ez + 5(—48 + 1272 + 71h)c3).
Cu ajutorul metodei MAPMP se construieste functionala ¢ (cz, c3, ¢4, c5).
Minimizand aceasta functionala in raport cu cs, 3, ¢4 si ¢5 se obtin coeficientii

¢y = —0.495256234419017, ¢5 = —0.014423630344293588, '
¢y = 0.0570671588506153, c5; = —0.00726601260392728.

In mod similar, se determini solutiile MAPMP alegand pentru solutia g polinoame
de grad 7 si grad 9.

Tabelul 2.4 contine comparatii intre erorile absolute corespunzatoare solutiilor de-
terminate prin metoda Tau si cele obtinute aplicand MAPMP cu polinoame de diverse
grade (grad 5, 7 si 9).

x erav 58] | emapmp 8- 5 | emapmp 8- T | Emapmp gL 9

0 0 0 0 0

0.3 | 1.070 x 107% | 1.369 x 10~* | 4.933 x 1077 | 3.500 x 10~
0.7 | 5452 x 1070 | 4.566 x 1076 | 1.478 x 107 | 6.276 x 10~*
0.99 | 3.847 x 1073 | 2.056 x 10~* | 6.660 x 10~7 | 3.966 x 107°
1.19 | 4.273 x 1073 | 2.328 x 107* | 1.932 x 1076 | 8.115 x 107*
1.49 | 4.591 x 1073 | 6.864 x 10~ | 7.601 x 1077 | 5.214 x 107*
1.97 | 7.285 x 107* | 2.352x 107% | 1.881 x 1076 | 7.227 x 107°
2.27 | 6.066 x 107% | 1.407 x 107* | 4.163 x 1077 | 8.899 x 10~°
2.66 | 1.771 x 1073 | 1.238 x 10™* | 8.749 x 10~7 | 5.308 x 107
3.06 | 3.173 x 107% | 3.749 x 1075 | 3.332 x 1077 | 2.236 x 107?

Tabela 2.4: Comparatie privind eroarea absoluta a solutiilor aproximative pentru
Exemplul 2.5.1.

In lucrarea prezentata de Hoseini gi colaboratorii [58], solutia consta din 7 po-
linoame de grad 5, fiecare din ele determinate pe cate o fractiune din domeniul de
definitie. In cazul metodei MAPMP, solutia de tip polinomial este reprezentata de un
unic polinom pe intreg domeniul de definitie, ceea ce face ca solutia sa fie obtinuta
mai rapid si mai ugor. De asemenea precizia solutiei determinata cu MAPMP este mai
mare. Cu ajutorul rezultatelor din Tabelul 2.4 se poate observa si ca eroarea descreste
odata cu cresterea gradului polinomului de aproximare.

Prin stabilirea unei limite pentru eroarea de care suntem interesati, inca de la
inceput, se determina gradul polinomului de aproximare utilizat in stabilirea formei
solutiei aproximative cautate.
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Exemplul 2.5.2. Ecuatie integro-diferentiala de tip Volterra

In acest exemplu se considera o ecuatie integro-diferentiala Volterra impreuna cu
o conditie initiala [57]:

y(x) + /sin(x — 8)y(s)y/'(s) ds = 22° + 2% — 122 + 12sin(x),

/ (2.42)

y(0) = 0.

cuy:[0,1] = R,y absolut continua pe [0, 1]. Pentru aceasta problema este cunoscuta
solutia exacta y.(r) = x°.
Din algoritmul MAPMP, utilizand ca polinom de aproximare un polinom de grad 2
(solutia exacti cunoscuta fiind polinom de grad doi), §(x) = cox? + c1o + ¢y se obtin
coeficientii ¢y = ¢; = 0 si ¢ = 1, astfel c& solutia aproximativa g este chiar §(z) = 22,
care coincide cu solutia exacta prezentata.

Solutia aproximativa y, determinata in [57] pe baza unui procedeu bazat pe functii

hibride conduce la erori cuprinse intre 10~* gi 1076 .

2.6 Comentarii bibliografice

In acest capitol este descrisa Metoda de aproximare polinomiala in sensul celor
mai mici patrate aga cum a fost ea prezentata de profesorii Bota si Caruntu in 2012
in lucrarea e-Approzimate polynomial solutions for the multi-pantograph equation with
variable coefficients [27], lucare citata de 13 ori de diversi autori in jurnale de spe-
cialitate. Ulterior tot Prof. Bota a publicat in 2013 lucrarea [35] cu 37 de citari in
jurnale internationale de matematica de la aparitie pana in 2022, lucrare in care aplica
MAPMP pentru probleme neliniare de tip Lane-Emden.

In cele cinci subcapitole ce urmeazi descrierii metodei am ilustrat utilitatea metodei
prin aplicarea sa in determinarea solutiilor pentru ecuatii de tip Bagley-Torvik, Lane-
Emden, probleme de control optimal si ecuatii integro-diferentiale de tip Fredholm-
Volterra si am prezentat comparativ rezultatele obtinute si de alti autori utilizand alte
metode de aproximare.

Principale rezultate originale prezentate in Teorema 2.1.1, Teorema 2.1.2 i Re-
marca 2.1.1 au aparut publicate in [87]. De asemenea, rezultatele originale din partea
de exemple numerice au fost prezentate in cadrul conferintei ICCMA din mai 2018 si
au aparut publicate in articolul [87] cu citare in 2022 din partea unor autori straini, in
jurnal cotat ISI. De asemenea, a fost publicat in 2019 articolul [29],in care am prezentat
utilitatea metodei in rezolvarea ecuatiilor de tip Lane-Emden. Articolul a fost citat de
sase ori in jurnale de specialitate internationale de autori straini preocupati de deter-
minarea solutiior aproximative pentru ecuatii cu derivate fractionare. In anul 2021 au
fost publicate in articolul [19] rezultatele obtinute aplicand metoda de aproximare po-
linomiala in sensul celor mai mici patrate in cazul ecuatiilor integro-diferentiale de tip
Fredholm-Volterra, articolul avand pana acum 2 citari in reviste cu factor de impact,
din partea unor autori straini.
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Capitolul 3

Metoda de aproximare polinomiala
in sensul celor mai mici patrate

aplicata pe diviziuni ale domeniului
de definitie

3.1 Descrierea metodei (MAPMPDI)

Se considera ecuatia:

A-y'(2) + B(x) - Dy(x) = f(z, y(z), Dy(x), ¥ (2)), (3.1)

cuy : [a,b] = R,y absolut continua pe intervalul [a,b], « € (1,2], 5 € (0,1], careia i
se asociaza:
yla) = po, v1-y'(a)+re-yb) =m (3.2)

unde g, p1, 11 §i v sunt constante (pentru vy = 0 se obtin conditii la frontiera, iar

incat pentru problema sa fie satisfacute conditiile de existenta si unicitate a
solutiei.

In ecuatia 1’ D® si DP reprezinti derivata fractionars in sens Caputo de ordin
«, respectiv (3, conform Definitiei 77.

Pentru determinarea solutiei analitice aproximative a problemei (3.143.2)) se aplica
o metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate aplicata unei
diviziuni a intervalului de definitie - (MAPMPDI).

Etapele necesare pentru aplicarea acestei metode sunt prezentate mai jos.

Pentru inceput intervalul de definitie I = [a, b] se imparte in M + 1 subintervale de
lungime egala. Se obtine diviziunea:

Aiia=x0 <21 <To< - <xpy_1<Ty=>b.
Ecuatiei (3.1)) i se atageaza operatorul:
P(y(x)) = A-y"(2) + B(x) - Dy(x) — f(=, y(x), Dy(z), y'(z))  (3.3)

s se noteaza cu ¢ o solutie aproximativa a ecuatiei (3.1)).
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Se inlocuieste apoi in expresia lui Z de mai sus, solutia exacta cu solutia aproxi-
mativa i se obtine restul, care se noteaza in continuare %

X(x,y(x)) = 2(y(x)) (3-4)

Definitie 3.1.1. Se numeste e-solutie aproximativa a problemei (3.143.2)) solutia
polinomiala aproximativa g, care satisface relatiile

| % (i, 5(x:))| <&, Vi=0, (3.5)
gla) = po, v1-§'(a)+v2-5(b) = m (3.6
Definitie 3.1.2. Fie sirul de polinoame

N
Py(x) = chxk, cx €R, k=0, (3.7)

k=0
Acest gir Py(z) converge la solutia problemei (3.143.2)) daca are loc:

lim 2(Py(z)) = 0. (3.8)

N—oo

Algoritmul metodei MAPMPDI

In sensul Definitiei 3.1.1L se construiegte o € - solutie aproximativa (polinomiala)
pentru problema (3.143.2) urmand etapele:

e Etapa 1 - se construieste o solutie aproximativa polinomiala de tipul

Tn(z) =) éat, (3.9)

care 1n plus sa satisfaca si conditiile:
Ty(a) = po, vy - Th(a) + v - Tn(b) = p, (3.10)

Calculcul coeficientilor ¢, este descris in continuare:

e Etapa 2 - din cele doua conditii (3.10]) se obtin ¢ si ¢ in functie de é, é3 - - - c,
astfel ca polinomul T (x) depinde de x i é,¢3,- -, Cn-

e Etapa 3 - se atageaza problemei (3.143.2)) functionala:

F(Ca, G5, 0n) = YA (13, Te(7)) = (3.11)

1=0

(A T¥(z:) + B(x) - DT () — f(w, Tn(x:), DPTy (i), Th(:)))”.

=

Il
=)

)

e Etapa 4 - se minimizeaza functionala descrisa la (3.11]) in raport cu toti coeficien-

tii sai reali (¢, 3, -, Cx) §i se obtin noii coeficienti notati &3, - - - &%
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e Etapa 5-cud),c)- - &% astfel determinati, tinand cont de conditiile la frontierd
se obtin valorile finale pentru ¢ si ¢;.

e Etapa 6 - se inlocuiesc valorile &), ¢, 9,75 ---¢c% astfel calculate in expresia

N
polinomului Ty () si se noteaza cu T (z) = > & -2 solutia analitica (apro-
k=0

ximativa, de tip polinomial) obtinuta cu ajutorzll metodei MAPMPDI, pentru
problema (3.143.2)).

Are loc urmétoarea teorema de convegenta:

Teorema 3.1.1. Polinoamele Ty (x) satisfac relatia:

lim %Z%(x;, Tn(7;)) =0, ¥V i=0, (3.12)

N—oo

Estimarea erorii

Teorema 3.1.2. Problema formata din ecuatia diferentiala st condilitle ,
daca admite solufie unica, atunct se determina maximul erorii pentru o solutie apro-
zimativa calculata aplicand MAPMPSI astfel:

& =mazx|lé(x)],a <z <D

unde é(x) este diferenta dintre solutia exactd $i solutia aprozimativa a problemei.

3.2 MAPMPDI pentru ecuatii Bagley-Torvik ge-
neralizate de ordin fractionar

Metoda (MAPMPDI) descrisa in paragraful anterior este utilizata pentru determi-
narea solutiei analitice aproximative pentru o problema de tipul (3.143.2)), mai multe
rezultate numerice fiind prezentate in continuare.

Ezemplul 3.2.1. Pentru ecuatia Bagley-Torvik generalizata [44], [T0] cuy : [0,1] — R,y
absolut continua pe intervalul [0, 1]

y'(x) + z3 - D%y(x) + By(x) = 5 - y'(x) — - DPy(x) — xéy(:ﬁ) + fa(x) (3.13)

si conditiile: y(0) =2, ¢'(0) = 0, unde:

1 1

2 1 1 1 1
folz) =1— ’ :UZ_O‘—:cE‘x—x—-x2_5+x3-(2—§'x2),
o =123, B—=0333

r3—a) r'(3—7)
: y L,
se cunoagte solutia exacta y(z) = 2 — 5%
Solutii aproximative pentru aceasta problema, cu eroare mai mare de 10™* a fost
propusi de El-Mesiry in [44] iar cu eroare mai mare de 107 de Li in [70].
Aplicand MAPMPDI se obtine o solutie analitica aproximativa pentru ecuatia

(3.13), cu x in intervalul [0, 1].

Etapele metodei MAPMPDI pentru acest exemplu sunt:
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Etapa 1: Se alege solutia aproximativa ¢ de tip polinomial (pentru acest exemplu,
polinom de gradul 2, solutia exacta indicata fiind polinom de acest grad)

§(x) = & + é1x + E2?

Etapa 2: Din cele doua conditii date in ipoteza se determina: ¢y = 2, ¢; = 0
solutia aproximativa devenind:

§(x) = 2+ &a”.

Etapa 3: Restul corespunzator (3.4, obtinut este:

1000x633/500 2000000x1917/1000 1.11/5
() = ¢ | 2043 + 21 4 + +2 ] 423+ +
9)=2 ( 3830 (22) ' 11118897 (2o 2

1‘633/500 x1917/1000
rE) T

500 1000

+ 1.

Se considera cea mai simpla diviziune a intervalului de definitie [0, 1] si anume: Aj:
0 =129 < 21 =1, gi se atageaza functionala ((3.11))

1

F (&) =Y B2, Ta(wy)).

=0

Etapa 4: Pentru determinarea minimului functionalei .7 (¢;) se calculeaza punctele
stationare (tot cu Wofram Mathematica). Astfel ¢, = % este si punctul de minim.

Etapa 5: In cazul acestei probleme nu este nevoie sa fie aplicata Etapa 5 descrisa in
algoritmul de aplicare al metodei MAPMPDI, deorece avem gasiti deja toti coeficientii
50, 61 §1 62.

In final, in Etapa 6 se Inlocuiesc coeficientii ¢y = 2, ¢; = 0 si ¢ = % in expresia
initiala a lui g(x), si se observa ca se obtine solutia exacta indicata g(z) = 2 — % -z

In cazul acestei probleme, se observa ca se poate alege orice diviziune Aj; a inter-
valului de definitie, deoarece restul ne conduce mereu la acelagi punct stationar
¢y = & indiferent cat de mare ar fi numéarul M (numérul de subdiviziuni alese).

3.3 MAPMPDI pentru o clasa de ecuatii neliniare,
cu derivate partiale de ordin fractionar

Rezultatele obtinute astfel au fost publicate in articolul: C.Bota, B. Caruntu, D.
Tucu, M. Lapadat, M.S. Pasca: A Least Squares Differential Quadrature Method for
a Class of Nonlinear Partial Differential Equations of Fractional Order, Mathematics
2020 , Volume 8, Issue 8, pag. 1336- 1348, [19]

MAPMPDI utilizata in rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale cu derivata
temporala fracationara de tip Caputo:

Diy(z,t) = f(Y,Yar Yau), t>0, (x,8) €D (3.14)
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unde n — 1 < a < n,n € N*, D = [a,b] X [¢,d] cu a,b,c,d constante reale, f functie
continua si Dy* derivata fractionara in sens Caputo de ordin « definita astfel:

t
a n+1) ('CE C)d . 1
F(n—a Of 0t” G om Se=n
Diy(z,t) = . (3.15)
8(;10’ n=a«aq neN*
Ecuatia (3.14) impreuna cu conditiile
y(2,0) = fo(x), yi(z,0) = fdo(z) (3.16)

unde fy si fdp sunt functii continue, date astfel incat sa fie satisfacute conditiile de
existenta si unicitate a solutiei, formeaza problema pentru care se determina o solutie
analitica aproximativa utilizand metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai
mici patrate aplicata pe diviziuni ale domeniului de definitie.

In acest caz, de ecuatii cu derivate partiale, metoda MAPMPDI se aplica astfel:

Pentru discretizarea numerica a domeniului de definitie D [I07] se considera o
partitie formata din N si M noduri in directia x respectiv t. De asemenea, se considera
ca functiile f, fy si fdy satisfac conditiile necesare astfel incat problema sa
admita o unica solutie.

Problemei - i se atageaza operatorul:

-@(y(xvt)) = Dtay(xvt) - f(y(xvt)ayx($7t)vyxx(xvt))7
n—1<a<n, (x,t) € D =a,b] X [¢,d], n € N*

(3.17)

Se construieste y o solutie aproximativa a ecuatiei (3.14)). Eroarea care se obtine
inlocuind solutia exacta y a problemei cu aceasta solutie aproximativa este data de
restul:

K(x,t,j(z,t) = D(y(z,1)) (3.18)

Definitie 3.3.1. Se numeste o solutie ¢ - aproximata a problemei (3.14H3.16|) o
solutie aproximativa de tip polinomial ¢ care satisface urmatoarea relatie (in fiecare

din nodurile construite pe domeniul de definitie) :

|‘@(xl7tj>g(xlvt]>)’ <e 1=0,N, j=0,M (319)

§(24,0) = fo(xi), Ge(xi,0) = fdo(x:) (3.20)

Definitie 3.3.2. Se considera girul format din polinoamele:

Py (i, t) = chth c; €ER, i=0,N, j=0,M (3.21)

=0 7=0
Acest sir converge la solutia problemei (3.1453.16) daca are loc:

N,M—oc0
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Sirul astfel construit (3.21)), satisface relatiile:

Pz, 0) = fo(x), (Pya)e(x,0) = fdo(x) (3.23)

Astfel, am determinat o solutie polinomiala de tipul:

TN,M(I‘, t) = Z Z 5ij$itj, (324)

in care coeficientii ¢;; se calculeaza urmand algoritmul

e Se atageaza problemei ([3.14K3.16)) functionala:

N M
(€005 €105 -4y CNOs CO1y -0 CN T oy COMy -0y CNM) = Z Ze@z(fﬂnti, y(@i t5)),
i=0 j=0
(3.25)

in care coeficientii cqg, ¢10, ..., Cno §1 Co1, €11, ..., Cn1 Se calculeaza rezolvand siste-
mul liniar obtinut din conditiile initiale astfel:

- din prima conditie initiala se obtine:
PN’M<.CC, O) =cCygg+C10" T+ Co* .’172 + ...+ +cCNo - ZﬂN = fg(l‘) (326)

Impunand ca relatia sa fie satisfacuta in nodurile (zg,0),(x1,0), ..., (zx,0) se
obtine un sistem liniar de N + 1 ecuatii cu N + 1 necunoscute. Acest sistem va
avea solutia unica cg, ci0, ..., Cno, astfel se determina acesti N + 1 coeficienti.

- din cea de a doua conditie initiala se obtine:

0
aP]\QM(QZ’,O) =cCo1 +C11-T+Coy - $2 + ...+ +cny - 33'N = fdo(l’) (327)

Din nou impunand conditia ca relatia sa fie satisfacuta in fiecare nod cores-
punzator, se obtine un sistem liniar care va avea solutie unica cg, ¢11, ..., CnN1-

Astfel functionala _# din relatia (3.25) este o functie de cpa, 12, ..., Cn2;

€03y -+ CN3; -, COM ---» CN s variabile reale care se vor determina in felul urmator:
e Se minimizeaza functionala (3.25) in raport cu fiecare din variabilele sale si se

ob‘gin Coeﬁcien‘gii nota@i 602, 612, ceey 6N27 6037 613, ceey 6N37 vy éOM; élMa ceey 6NM-

Acestia sunt coeficientii cu ajutorul carora se determina solutia polinomiala de

tipul (3.24).

Are loc urmatoarea teorema de convergenta :

Teorema 3.3.1. Sirul polinoamelor T n(z,t) satisface proprietatea:

N}\}[fgm%(ﬂﬁi,ti,TN7M(ﬂfi,ti)) = O (328)

Astfel se obtine solutia analitica aproximativa de tip polinomial, cu ajutorul me-
todei MAPMPDI.

In continuare sunt prezentate exemple numerice rezolvate in acest fel, exemple care
se regasesc si in articolul mentionat la inceputul acestei sectiuni.
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Exemplul 3.3.1. Pentru ecuatia neliniara, cu derivate partiale, avand derivata fractionara
in raport cu timpul, se considera problema:

Df‘y(z,t)qu(x,t)-%(a:,t) =zr+x-t*, 0<a<l
y(z,0) =0

cu (z,t) € D =10,1.5] x [0, 1.5].

Problema admite solutie unica, conform [80]. Ea fost rezolvata anterior in [80]
folosindu-se metoda perturbarii omotopice (HPM) si in [85] cu metoda Adomian De-
composition.

In continuare se prezinta pasii metodei MAPMPDI aplicati pentru diferite valori
ale lui o (cazul intreg =1 si cele fractionare 0.5 si 0.75).

(3.29)

Cazul intreg a =1

Este cazul pentru care se cunoaste solutia exacta a problemei ([3.29)):
y(x,t) =x - t.

Cum solutia este polinomiala ca si in cazul exemplelor prezentate anterior, rezulta-
tul asteptat este, sa fie gasita cu ajutorul MAPMPDI solutia exacta. Pentru aceasta
se alege ca si domeniu D = [0,1.5] x [0,1.5] , iar ca diviziune A; (i =7 =1).

Se parcurg pasii descrigi in prezentarea metodei MAPMPDI.

Astfel, se construieste solutia aproximativa de forma polinomiala (polinom de grad

doi):
G(x,t) = cop+ Cr10- T+ Cog - 2+ cop -t +cop - tE ey x -t

Din conditia: y(x,0) = 0 se gasesc valorile coeficientilor: cog = 0, ¢19 = 0, ¢39 = 0,
solutia aproximativa devenind:

G(x,t) =cop -t +cop-t* +cpy-x -t
Se determina restul aferent problemei :
R(x,t,§(z, 1)) = cop-c11-t*+cor+cop e tP+2-cop t+E P wd ey o —tPx—
Se atageaza problemei functionala de tipul corespunzatoare si se obtine

2
/(COh Coz, C11) = 081 + (001 “c11 + co1 + Coa i1+ 2 o + Cfl + c11 — 2) +
+(co1 - €11+ cor +co2 - e + 2 002)2 + (cor +c11 — 1)2

Se minimizeaza functionala ¢ si se gasesc coeficientii astfel: c¢o1 = 0, cpo = 0,¢11 = 1.
In acest fel solutia analitica aproximativa calculata cu ajutorul metodei MAPMPDI
coincide cu solutia exacta :

y(z,t) =x - t.

Cu cele doua metode cu care a mai fost rezolvata aceasta problema nu a fost
determinata solutia exactd, ci doar solutii aproximative cu erori de cel putin 10~7.
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Cazul fractionar o = 0.75

Pentru acest caz nu se cunoaste solutia exacta a problemei, fiind mentionate doar
erorile calculate folosind diverse metode de aproximare in [80] si [85].

Parcurgand pasii descrigi in algoritmul metodei MAPMPDI, pentru o = 0.75, se
determina solutia aproximativa:

§(x,t) = 0.18723135124 - t — 0.18069828901 - t* + 1.0082978876 - t - .

Tabelul 3.1 prezinta pentru cazul a = 0.75 valoarea absoluta a restului
corespunzator solutiei aproximative calculata cu metoda MAPMPDI, fata de solutia
gasita cu ajutorul metodei perturbarilor omotopice (HPM) in [80] si cea obtinuta cu
metoda Adomian Decomposition (ADM) in [85].

X t eapm BB | empm RO | enrapmppr

0 0 0 0 0

0.25 [ 0.25 | 5.337-1073 | 2.790 - 1072 | 4.553 - 102
0.5 [05 [9.184-1072|8.010-1072 | 3.380 - 1072
0.75 | 0.75 | 5.166 - 107! | 1.236 - 10~ | 3.237 - 102

1 1 1.810 1.505 2.326 - 102
1.25 | 1.25 | 4.667 5.845 1.120 - 1072
1.5 | 1.5 | 8.981 1.237-107! | 8.816 - 102

Tabela 3.1: Resturile gasite prin metodele ADM, HPM si MAPMPDI cand o = 0.75
pentru problema ({3.29)

Cazul fractionar o = 0.5

Pentru cazul a = 0.5 cu ajutorul MAPMPDI se obtine solutia analitica aproximativa:

§(x,t) = 0.38405380455 - t — 0.40154287152 - t* + 1.02931384449 - x - t.

3.4 Solutii aproximative pentru fluxul magnetohi-
drodinamic al unui nanofluid non-Newtonian

intr-un cilindru poros coaxial folosind MAPM-
PDI

Rezultatele obtinute au fost publicate in: B.Caruntu, C. Bota, M.S. Pasca: Appro-
ximate solutions for the magnetohydrodynamic ow of a non-Newtonian nanouid in a
coaxial porous cylinder using the Least Squares Dierential Quadrature Method, ICMA
2018 - The 15th International Conference on Mathematics and its Application, ISSN
1224 - 6069, pp54-63,[34] .
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X t eapm B | empa B0 | emrapmppr

0 0 0 0 0
0.25 | 0.25 | 3.248 - 1072 | 5.600 - 1072 | 5.552 - 102
0.5 | 0.5 | 2763-107" | 2.841-107! | 5.807 - 1072
0.75 | 0.75 1.030 3.529-107! | 6.038 - 1072

1 1 2.626 5.743-1071 | 3.217- 1072
1.25 | 1.25 4.919 4.031 5.998 - 102
1.5 | 1.5 5.827 9.241 2.500- 107!

Tabela 3.2: Comparatie intre resturile calculate pentru solutiile determinate cu ADM,
HPM si MAPMPDI in cazul a = 0.5 pentru problema (3.29)

Domeniul magnetohidrodinamicii a fost initiat de Hannes Alfven, cel care a primit
Premiul Nobel pentru Fizica in anul 1970 pentru cercetari in acest domeniu. Conceptul
fundamental din spatele magnetohidrodinamicii este acela ca intr-un fluid conductor in
miscare campurile magnetice pot induce curenti, care, la randul sau, polarizeaza fluidul
si schimba reciproc campul magnetic in sine. Setul de ecuatii care descriu MHD este
o combinatie a ecuatiilor Navier-Stokes ale dinamicii fluidelor si ecuatiile lui Maxwell
ale electromagnetismului. Aceste ecuatii diferentiale trebuie rezolvate simultan, fie
analitic, fie numeric.

In ultimii ani, studiul nanofluidelor (fluide cu particule la scara nanometrica adauga-
te) a fost un subiect de mare interes pentru cercetatorii din intreaga lume, deoarece
se pare ca nanotehnologia va deveni una din fortele motrice ale urmatoarei revolutii
industriale.

Pe baza manipularii structurii materiei la nivel molecular, nanotehnologia ar putea
fi aplicata in oricare dintre domeniile majore ale gtiintei si tehnologiei. De exemplu,
studiul nanofluidelor non-newtoniene are aplicatii in procesarea polimerilor, biomeca-
nica, recuperarea imbunatatita a uleiului, produse alimentare si multe altele.

Din pacate, ecuatiile folosite pentru modelarea fluxului unui nanofluid sunt rela-
tiv complicate gi sunt de obicei rezolvate prin utilizarea metodelor numerice, necu-
noscandu-se solutii analitice. Pentru a gasi solutii analitice, de-a lungul anilor s-au
folosit diverse metode de aproximare, cu rate variate de succes, dintre care amintim:
Metoda de descompunere Adomian, Metoda Perturbatiei Omotopiei, Metoda Iteratiei
Variationale, Metoda Asimptotica a Omotopiei Optimale. Desi toate aceste metode
(si multe altele) au condus la solutii cu o eroare acceptabila, datorita naturii ecuatiilor,
calculele implicate sunt de obicei foarte complicate.

3.4.1 Modelul matematic ce descrie curgerea unui nanofluid
non-Newtonian

Ellahi si colaboratorii in [45] prezinta modelarea matematica pentru un nanofluid non-
newtonian pornind de la ecuatiile Navier Stokes. In modelul propus, urmatoarele trei
ecuatii arata conservarea masei totale, a impulsului, a energiei termice si a nanoparti-
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culelor:

pr (V] + V.VV) = V-T=EE (V4 A V)) +g[8p+(1=0)ps [1 = Br(0 = 6,)] | (3.30)

D

(pc) (0, + V.VO) = k%0 + (pc),[DyV .V 6 + Q—Tve Vo, c = (3.31)
/ Dr 2

(61 +VNG) = Dy V70 + -=V°0 (3.32)

cu conditiile la limita:
v(Ry) = vy, O(R1) =0u, o(R1)= du
v(Ry) = v(v'(Ry)), O(R2) =0, ¢(Ry) =0,

unde: V[0,0,y(r)] este viteza, 0 este temperatura, ¢ este fractia de volum a nanopar-
ticulelor, p; este densitatea fluidului de baza, p, este densitatea nanoparticulelor, g
este acceleratia gravitationala, p este vascozitatea, k - conductivitatea termica, ¢ - o
cantitate nondimensionala, fBr este coeficientul volumetric de expansiune a nanoflui-
dului, iar R si Ry sunt razele cilindrilor interior respectiv exterior, D, coeficientul de
difuzie brownian gi Dr coeficientul de difuzie termoforetica .

Apoi, folosind tensori specifici ca tensorul de stres Cauchy, tensorii Rivlin-Ericksen
cu constrangeri impuse de termodinamica se obtin: ecuatii n-dimensionale care reflecta
conservarea masei totale, a impulsului, a energiei termice i a nanoparticulelor, data
de Ellahi si colaboratorii in [45]:

W )+ 2 0r) () + S ) 88 ()~

—c— Pu(r) — M?v(r) + G.0(r) + B,o(r) =0 (3.33)
N ()¢ (r) + an N (r)? + b (r) + @ =0 (3.34)
N, <0”(r) + @) N, <¢”(r) + @) —0 (3.35)

unde v, 0, ¢, sunt viteza non-dimensionala, temperatura, respectiv, fractia de volum a
nanoparticulelor.
Conditiile la frontiera sunt:

(Rl) 1
v(Ry) = -V (R ):9( ): ¢( ):

unde au fost utilizate urmatoarele notatii P- parametru de porozitate, M - parametru
magnetohidrodinamic, G, - constanta de difuzie a termoforezei, B, - constanta de di-
fuzie browniana, N, - parametrul de migcare brownian, N; - parametru de termoforeza
si v - parametru de alunecare.

In continuare se utilizeazi acest model matematic ce descrie curgerea unui nanofluid
non-newtoniain intr-un mediu poros intre doi cilindri coaxiali de raza r € [Ry, Ry
propus de Ellahi in [45].
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3.4.2 Rezultate numerice

Aplicand MAPMPDI pentru determinarea solutiilor analitice aproximative, se par-
curg urmatoarele etape:

- se considera Ry = 1, Ry = 2 (doar pentru acest caz existand in literatura solutii cu
care se pot face comparatii), pentru polinomul de aproximare se alege gradul 7 (avand
in vedere erorile urmarite a se obtine), se considera pasul A = 0.02 pentru diviziunea
domeniului D, unde r € D = [Ry, Ry] si urmatoarele valori pentru parametrii: p = 1,
v=0.05 P=02 M=05 N,=02,N,=015 G, =1, B, =1, A=1,¢=1,
a=1,a =1.

- se obtin aproximarile:

7(r) = —0.5935 - r" + 0.6011 - 7% + 0.6731 - 75 + 0.6312 - r* 4 0.4240 - 3 — 0.09541 -
r? —0.09704 - r — 0.54346;

6(r) = —0.15104 - 77 4 0.0913 - 76 4+ 0.2710 - ® 4 0.3654 - * — 0.2081 - 7* +
0.000013 - 72 — 0.0000733 - r + 0.63134;

H(r) = —0.1041 - 77 +0.1242 - 76 + 0.0736 - 75 + 0.05523 - r* + 0.1849 - 13 +
0.0002329 - 72 — 0.001205 - r + 0.6671.

Erorile obtinute sunt reprezentate in graficele din Figura 3.4, Figura 3.5 si Figura
3.6.

Pentru %;:

1 (r, 0(r), 0(r), 6(r)) = ' ()7 (r) + %ﬁ’(r) + " (r) + %ﬁ’(r)?’ +
+3A (120" (r) — ¢ — Pi(r) — M?0(r) + G,0(r) + B,o(r) (3.36)

Il L L Il L L L
12 14 1.6 18 20

Figura 3.1: Eroarea %, obtinuta pentru modelul descris anterior

se observa astfel ca erorile in acest caz sunt mai mici de 4 x 1073.
Pentru %5:

D

R (1, 0(r), 0(r), (1)) = N8 (1) (1) + a1 N0 ()% + b (1) +

(3.37)

se obtin erori mai mici de 1.2 x 1074
Pentru %5:

Rs(r,v(r), é(r), (5(7’)) =N, (éﬁ(r) + él(r)) + N, (gzg”(r) + g?)’(r)) (3.38)
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Figura 3.2: Eroarea %, obtinuta pentru modelul descris anterior

0.00015 |

0.00010

12 14 16 18 20

Figura 3.3: Eroarea %3 obtinuta pentru modelul descris anterior

erorile sunt mai mici de 1.5 x 107* asa cum se poate observa si in Figura 2.6.

In timp ce acuratetea metodei este aproximativ aceeasgi ca si in cazul solutiilor
calculate anterior prin alte metode (metoda optimala a omotopiei asimptotice, metoda
de analiza a omotopiei, metodele Runge-Kutta), metoda MAPMPDI este mai usor de
utilizat, toate aproximarile fiind de tip polinomial.

3.5 MAPMPDI pentru sisteme de ecuatii diferentiale

Multe probleme din stiinta aplicata sunt modelate matematic prin utilizarea sis-
temelor de ecutaii diferentiale de ordin fractionar (FODE), cum ar fi, de exemplu,
probleme de tip prada-pradator [I8], modelarea unor modele epidemiologice [92], mo-
delelarea unor explozii termice [81].

Se aplica. MAPMPDI pentru urmatorul tip de sistem de ecuatii diferentiale de
ordine fractionar (FODE):

Da1x<t) = gl(x”l(t), e 7x(t>
D2y (1) = galat (1), -+ (), 9 (1), (1), (339

cu conditii initiale:
z(a) = ¢1, yla) = oo, (3.40)

unde ¢ € [a,b] si D* sunt derivate fractionare in sens Caputo de ordin o, j = 1,2,
g; functii continue, p;,v; € N si ¢; constante reale.
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3.5.1 Descrierea metodei

Pentru a obtine o solutie polinomiala analitica aproximativa pentru sistemul ,
se considera o retea numerica a intervalului I = [a,b] prin intermediul unei partitii
(diviziuni) Ay formata din M + 1 puncte echidistante:

AMi a:t0<t1<t2<---<tM_1<tM:b.

Sistemului ii sunt atasati urmatorii operatori

{@1(;15(15)) = DYa(t) — gr(x"(t), - ,z(t),y" (1), -+ ,y(t))

(3.41)
Do(y(t)) = D2y(x) — gao(a#(t), -+, a(t),y" (1), - -+ y(t))

Se noteaza cu ¥ si gy o solutie aproximativa a sistemului (3.39) si se inlocuiesc in
2 solutiile exacte x si y cu aceste solutii aproximative. Se obtin astfel resturile

(1)) = 2(5(t), ¢ € la,b] (3.42)

Definitie 3.5.1. Se numeste o solutie € - aproximata a sistemului (3.39) cu conditii
initiale (3.40) relativ la partitia Ay, o solutie polinomiala aproximativa care satisface
urmatoarele relatii:

|=%1(tzui‘(tz>)| <ég, €€ ]R+
|%s(t:,5(t:)| < e, i=0,M, (3.43)
Z(a) = ¢1, gla) = ¢

Definitie 3.5.2. Se considera sirurile de polinoame:

N
PN(t) = Z dktk, dp, € R
=0 (3.44)

N
Qn(t)= > et", e eR,  k=0,N
k=0

Sirurile de polinoame Py (t), Qn(t) se numesc convergente la solutia sistemului (3.39))
daca au loc

Jim 2(Py(t) =

0
T %(Qx() =0 (3.45)

si sunt indeplinite conditiile initiale (3.40])

Se construiesc solutii € - aproximative de tip polinomial:

N
Tn(t) = > dyt,
= (3.46)
UN(t) = Z 6~ktk,
k=0
care satisfac conditiile initiale: Ty (a) = ¢1, Un(a) = ¢s.

Constantele dj, si €, se obtin parcurgand etapele:
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1. Din conditiile initiale se obtin:

do , respectiv €y ca functii de d~1, dy- - d;v, respectiv €1, €3 - - - ey. Inlocuind acesti
doi coeficienti in expresia lui Ty (t) aceasta va fi doar functie de dy,ds, - ,dy,
iar Uy (t) doar functie de €1,¢é5 - €.

2. Pentru sistemul (3.39) se atageaza functionala:

M

/(dl s dN, (S GN) = Z (e@%(tz, TN(tl)) —Fe@g(tl, UN(tZ)» (347)

i=0

3. Se minimizeaza funcgionala in raport cu dy---dy,e;---ey si se obtin
coeficientii dy,dy - - - dy i €1, €y, -- , €y care conduc la minimul lui #.

4. Se inlocuiesc coeficientii dy,dy - --dy §i 1,69, ,éx astfel calculati, in
si se noteazd cu Ty (t) = % dit*, respectiv U (t) = % éxt® noile polinoame.

k=0 k=0
Acestea vor fi solutiile polinomiale aproximative analitice obtinute cu ajutorul

metodei MAPMPDI, ale sistemului (3.39) cu conditii initiale (3.40)),
Are loc urmatoarea teorema de convegenta:
Teorema 3.5.1. Sirurile de polinoame TY(t) si U (t) satisfac relatiile:
A 225 (85, Ty (1)) = 0,

i} 3.48
N—oo

In acest fel se obtin polinoamele T9(t;) si U%(t;) care aproximeazi solutiile siste-
mului (3.39) impreuna cu conditiile initiale (3.40)) .

Ezxemplul 3.5.1. Se considera sistemul de ecuatii diferentiale fractionare neliniare de
tipul [97):

Dea(t) = La(t)

2 te [0,1; 0<apf<l1 (3.49)
DPy(t) = 2*(t) + y(t)
impreuna cu conditiile initiale:
z(0)=1, y(0)=0 (3.50)

Solutiile exacte pentru ordinul intreg « = = 1 (in literatura fiind mentionate doar
solutii numerice, nu solutii analitice pentru cazul fractionar) sunt conform [97]:

a(t)=ez, y(t)=t-¢"

Urmaéand pagii descrigi in paragraful anterior, pentru a aplica MAPMPDI se consi-
deri o partitie Ajys—100, cu puncte echidistante: ¢; = t;_;+h, unde h = 1/100, i = 1.100
si se calculeaza pentru sistemul solutii polinomiale analitice aproximative de ti-
pul (aproximarea fiind facuta cu polinom de grad 5):

Ts(t) = dy + dit' + dot? + dzt3 + dyt* + dst5,
Us(t) = eg + ert! + eat? + est® + eqt + est?.
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Din conditiile initiale: T5(0) = 1, U;(0) = 0, se obtin dy = 1 si ey = 0.
Astfel polinoamele de aproximare devin:

Ts(t) = 1+ ditt + dot? + dst® + dyt* + dst®,
U5 (t) = Gltl + €2t2 + 63t3 + 64t4 + 65t5.

Resturile corespunzatoare de tip (3.42) in acest caz sunt % (t, T5(t)); Z2(t, Us(t)),
iar functionala _# (3.47)) este

100
I di--ds,en,e5) = Y (B (6, Ts(t) + 5 (4, Us(1).
i=0
Se minimizeaza functonala /(dl, oo dy, &, ,€5) In raport cu toate variabilele
sale gi se obtin dy,--- ,d5 sl €1, -+, €5.

Inlocuind aceste valori in ultima expresie a polinoamelor T5(t) si Us(t) se obtine
solutia analitica aproximativa a sistemului (3.49)) cu conditiile initiale (3.50|) prin MA-
PMPDI ca fiind:

z(t) = —0.000251813¢> + 0.00394372t* + 0.0197043¢3
+0.125357¢ + 0.499968¢ + 1

g(t) = 0.0767594¢° + 0.123633t* + 0.522425¢3
+0.995159¢* + 1.0003t.

In Figura 3.4 este prezentat graficul pentru eroarea obtinuta pentru aproximarea cu
polinom de grad cinci pentru solutia Z, iar in Figura 3.5 cea pentru g avand t € [0, 1].

2. %1079 F
15=10"8
=107
5. %1077 3 X !
0.2 0.4 0. 0.8 1.0
Figura 3.4: Eroarea absoluta corespunzatoare solutiei , pentru cazul « = 1 in

Exemplul 3.5.1

In Tabelele 3.3 si 3.4 sunt prezentate comparatiile intre solutiile  si y obtinute cu
ajutorul metodei M APM P DI si solutiile obtinute in [36] folosind metoda de descom-
punere naturala fractionara M DNF'.

Cele doua tabele ilustreaza si convergenta metodei deoarece erorile scad odata cu
cresterea gradului polinomului de aproximare.

Pentru cazul fractionar, in literatura sunt amintite doar solutii numerice. Aplicand
MAPMPDI se obtin expresii analitice pentru solutii aproximative si in cazurile fractionare.
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Figura 3.5:  Eroarea absoluta corespunzatoare solutiei y, pentru cazul f = 1 in
Exemplul 3.5.1

t | emponr [36] | emapmppr gre 4 | emapvppr 8- 5 | Enmapmppr 1. 6

0.1]— 2.9 x 107 9.9 x 1077 1.8 x 1078

0.2 ] — 1.5x107° 3.6 x 1077 3.3x 1078

0.3 | — 1.3 x107° 1.2 x 107¢ 1.4 %1078

04| — 3.7x107° 7.7 x 1077 4.2 x 1078

0.5]54x107% |42x107° 6.2 x 1077 6.6 x 1078

0.6 | — 2.6 x 107° 1.8 x 107¢ 2.8 x 1078

0.7 — 5.7 x 1076 1.9 x 107¢ 3.2x10°8

0.8 | — 3.9 x 107 5.2 x 1077 4.1 %1078

09| — 4.9 x 107° 1.2 x 107¢ 3.3x 1078

1 2.8 x107* | 9.2x 1077 8.9 x 1078 2.4 %1078

Tabela 3.3: Comparatii intre erorile absolute pentru z cazul a = 1

Cazul 0 <a<1sgi0<pg<1:

Folosind metoda MAPMPDI se obtine o solutie analitica aproximativa pentru acest

sistem de forma:

e pentru o = = 0.9 (utilizand polinom de grad cinci pentru aproximare):
Z(t) = 0.359051¢° — 1.04143t* + 1.16071t3 — 0.486334t% + 0.711321¢ + 1;
§(t) = 0.559913t5 — 1.26583t* + 2.20545t% + 0.403903t2 + 1.43562t.

e pentru a = =0.75:
Z(t) = 1.51023t° — 4.30467t* + 4.59699t3 — 2.20365t + 1.19273t + 1;
g(t) = 1.90099t° — 5.13967t* + 6.73316t> — 1.27218t% + 2.48204t.

e pentru a = = 0.6:
F(t) = 3.97221¢% — 11.1522¢* + 11.6223¢% — 5.53977¢% + 1.98438¢ + 1
§(t) = 4.64414t° — 13.1133t* + 15.8298t3 — 4.81595¢% + 4.44679t.
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t EMDNF [36] EmAapMPDI 8- 4 | €Emapyvppr 8- 5 | Emapmppr gL 6
0.1 — 1.7 x 1074 5.2 x 1076 4.1 x 1078
0.2 | — 1.7 x107° 6.6 x 1076 2.3 x 1077
0.3 | — 1.7 x107* 4.7 x 1076 3.0 x 1077
04| — 14 x107* 6.9 x 1076 5.8 x 1077
0.5]|50x10"* |28x107° 1.4 x107° 1.9 x 1077
0.6 | — 2.6 x 1074 9.1 x 1076 2.6 x 1077
0.7 — 2.9 x 1074 2.7 x 107° 7.0 x 1078
0.8 | — 1.5 x107* 6.9 x 1076 5.2 %1077
09| — 7.1x 1075 5.1 x 1076 3.8 x 1077
1 2.0x 1072 | 3.7x107° 5.7 x 1076 1.4 x 1077

Tabela 3.4: Comparatii intre erorile absolute pentru ¢ cazul g =1

3.6 MAPMPDI pentru probleme neliniare cu trans-
fer de caldura

Se utilizeaza aceeasi metoda, MAPMPDI, pentru determinarea solutiilor analitice
si in cazul problemelor neliniare cu transfer de caldura.

Se considera o problema formata dintr-o ecuatie diferentiala neliniara de ordin
n € N:

y(”) ($> = F(y(n_l)(m)’ y(n_2)(x)’ e ’y(l)(x)v y(.CE), 33) (3'51)
unde F' este functie reala continua, y : [a,b] — R, y absolut continua pe intervalul

[a, b] si conditiile:
iy (a) + doy" D (b) + dziy P (a) + daiy™ A (b) + -+
dion—3iyV (@) + don-2)iyV (0) + dizn—1yiy(a) + doniy(b) = p1;, i=1,n

Se construiegte o diviziune a intervalului I = [a, b] notata Ay formata din M + 1
puncte echidistante: a =29 < 1 < T9 < - < xp_q1 < tpr = 0.
Ecuatiei (3.51)) ii este atagat operatorul:

P(y(x)) =y (x) = Fly" (@), "D (), -y (@), y(x), 2). (3.53)
Se construieste o solutie aproximativa, notata y pentru ecuatia 1} Inlocuind
solutia exacta cu solutia aproximativa se va obtine eroarea (restul) de forma:

#(r,y(x)) = 2(y(x)),  x€la,b]. (3.54)

Definitie 3.6.1. Numim o solutie ¢ aproximativa a problemei ({3.51]-(3.52)) relativ
la diviziunea Ay, o solutie aproximativa de tip polinomial care satisface relatiile:

RH(x;,y(x;)) <e, €¢>0, i=0,M, (3.55)
dy 7™V (a) + doy g™V (b) + ds "2 (a) 4+ dy g™ (b) + -+
dion—3)i V(@) + dan—2yi 0V (0) + dzn—1yi7(a) + doniG(b) = p1;, i=1,n

(3.52)

(3.56)
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Definitie 3.6.2. Fie girul de polinoame:
N

Py(z) = Z cx®, . €R, k=0,N. (3.57)
k=0
Numim girul Py(x) convergent la solutia problemei (3.51]-[3.52)) daca are loc
lim 2(Py(z)) = 0. (3.58)
N—o0

Urmand algoritmul din descrierea metodei MAPMPDI se compune o solutie apro-
ximativa de tip polinomial:

Tn(z) =) dat, (3.59)

care verifica in plus conditiile:
AT\ (@) + do TN V() + - + dn1yTv(a) + don T (b) = s, i = 1,10 (3.60)

Coeficientii ¢ se vor calcula aga cum a fost descris in paragraful 2 al acestui capitol
- din conditiile la frontiera se obtin ¢ si ¢; ca functii de é;,¢3- - - ¢y si astfel poli-
nomul Ty (x) va depinde doar de é,,¢3,- - , .

- problemei (3.51]-[3.52)) ii este atagata functionala:
M
F(ca,c3,--cn) = Z%Q(xi,TN(xi)). (3.61)
i=0

- se minimzeaza aceasta functionala in raport cu toate variabilele sale si se obtin
coeficientii notati cu ¢, ¢3,- -+, Cn
- cu ajutorul coeficientilor é,¢é3---cy astfel obtinuti, polinomul de tipul (2.79)
N
notat cu TS (x) = > ¥, reprezinta solutia analiticd aproximativa de tip polinomial
k=0
determinata cu ajutorul metodei MAPMPDI pentru problema (3.51|-(3.52)).

Are loc de asemenea urmatoarea teorema de convergenta:

Teorema 3.6.1. Sirul de polinoame Ty (z) satisface relatia:
lim R (v, Ty(x)) =0, i=0,M. (3.62)
—00

Exemplul 3.6.1. Se considera un sistem concentrat de transfer de caldura combinat
convectiv-radiativ. Coeficientul de caldura specific este o functie liniara [22],[25],[7]:

c=c(1+~9(T-T,))

unde 7 este o constanta reala, iar ¢, este temperatura specifica la T,,.
Procesul de racire al sistemului este descris de ecuatia:

T
chfl— +hA(T = T,) + EcA(T* = T}) =0, T(0)=T,
T

Efectuand urmatoarele schimbari de variabile:

T T, T(hA) T EoT? T, . 0
= a = 7y L= ’ €1 = i» €2 = y Ys = 77 1 Ya = Ys =
Y T, Y T, Ve, 1= 2 h Y T, 1Y Y
se obtine urmatoarea problema:
Y (@) (1 + e1y(2)) +y(2) +ey*(x) =0, y(0) =1 (3.63)
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Cazul 1: ¢4 =1,e9=1

Se parcurge algoritmul descris pentru metoda MAPMPDI, si se calculeaza urmatoarele
solutii aproximative pentru problema ({3.63) :
- aproximare cu polinom de grad trei:

- aproximare cu polinom de grad sase:
g(z) = 0.14107225 — 0.5807242° +1.04092* — 1.1347823 +0.9806312% — 0.99987x +1;
- aproximare cu polinom de grad opt:
§(z) = 0.104895x% — 0.53688127 4 1.219682° — 1.67012° + 1.623012* — 1.2906323 +
0.99732% — 0.999999x + 1.
Deoarece ecuatia (3.63)) nu are solutie exacta cunoscuta, se calculeaza pentru fiecare
solutie aproximativa eroarea relativa ca diferenta (in valoare absolutd) intre solutia
aproximativa gi o solutia numerica determinata cu ajutorul softurilor matematice.
Tabelul 3.5 prezinta comparatia dintre erorile solutiior obtinute prin diverse metode
de aproximare existente in literatura si ceea ce se obtine prin aplicarea MAPMPDI.

y(z) = —0.2296722° + 0.64658322 — 0.968634x + 1;

X eapm [29] enam 123] | esprmm 22 gr.3 | emapmppr €63 | epa.. gr.6 EMA.. 8.8

0.1 | 1.2092 1.866 x 1072 | 1.704 x 103 5.389 x 1074 5.073 x 1075 | 4.497 x 106
0.2 | 7.247 x 1071 | 5.821 x 1073 | 4.66 x 10~* 1.403 x 103 4131 x 107° | 2.084 x 1076
0.3 | 4.276 x 10~ | 6.186 x 1073 | 1.193 x 1073 3.378 x 1073 8371 x 1077 | 2.229 x 1076
0.4 | 2472 x 1071 | 1.709 x 1072 | 2.129 x 1073 4.302 x 1073 2.565 x 1076 | 3.119 x 106
0.5 | 1.389 x 1071 | 2.68 x 1072 | 1.995 x 1073 3.898 x 1073 2.9513 x 1076 | 1.682 x 1076
0.6 | 7.495 x 1072 | 3.528 x 1072 | 9.44 x 1074 2.385 x 1073 4.653 x 1075 | 9.547 x 1077
0.7 | 3.818 x 1072 | 4.253 x 1072 | 5.48 x 10~* 3.062 x 10~* 2.287 x 107° | 2.216 x 10~©
0.8 | 1.78 x 1072 | 4.857 x 1072 | 1.78 x 1073 1.578 x 1073 1.071 x 107> | 1.898 x 1076
0.9 | 7.303 x 1072 | 5.345 x 1072 | 1.93 x 1073 2.355 x 1073 2.980 x 1076 | 4.789 x 107

Tabela 3.5: Comparatii intre erorile solutiilor obtinute aplicand HPM, HAM, SRMM
si MAPMPDI pentru cazul ey =9 =1

Cazul 2: 61 =1,e9 =0

Folosind MAPMPDI am calculat urmatoarea solutie aproximativa polinomiala de
ordinul doi pentru ecuatia (3.63): §(z) = 0.068967z* — 0.50167z + 1.
Ca si In cazul 1, am comparat solutia obtinuta aplicand MAPMPDI cu solutiile

anterioare: H PM obtinuta de Ganji in [62], HAM obtinuta de Abbasbandy in [63],
OHAM de Marinca si Heriganu in [51] si SRM M de Caruntu gi Bota in [22]. Comparatiile
erorilor in valoare absoluta sunt cuprinse in Tabelul 3.6
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X egpm [62] eman [63] comam 1] | esrmnr [22) gr2 | enyapmppr gro2
0.1 | 3.350 x 1072 | 3.672 x 10~ | 3.708 x 102 | 1.561 x 1073 1.076 x 10~*
0.2 | 4.345 x 1072 | 1.954 x 1073 | 5.366 x 1072 | 8.024 x 10~° 1.167 x 1074
0.3 | 4.029 x 1072 | 4.091 x 1072 | 5.658 x 1072 | 1.138 x 1073 5.698 x 1075
0.4 | 3.071 x 1072 | 5.415 x 1073 | 5.113 x 1072 | 1.669 x 10~3 4.325 x 107°
0.5 | 1.886 x 1072 | 5.541 x 1073 | 4.118 x 1072 | 1.730 x 1073 1.571 x 10~*
0.6 | 7.170 x 1073 | 4.432 x 1073 | 2.942 x 1072 | 1.379 x 1073 2.600 x 1074
0.7 | 3.062 x 1073 | 2.243 x 1072 | 1.762 x 1072 | 6.736 x 10~* 3.292 x 1074
0.8 | 1.125 x 1072 | 7.827 x 10~* | 6.855 x 1073 | 3.304 x 10~* 3.449 x 1074
0.9 | 1.726 x 1072 | 4.372 x 1073 | 2.320 x 1073 | 1.575 x 1073 2.903 x 1074

Tabela 3.6: Comparatii intre erorile solutiior obtinute aplicand HPM, HAM, OHAM,
SRMM si MAPMPDI pentru cazul 1 = 1,65 =0

3.7 MAPMPDI pentru ecuatii diferentiale Riccati
de ordin fractionar

In aceasti sectiune se determina solutii analitice aproximative cu ajutorul metode
MAPMPDI pentru ecuatii diferentiale Riccati de ordin fractionar de tipul:
Dy(x) — A(x)y*(z) — B(a)y(z) = f(z), 0<a<l,

z € 0,1], (3.64)

care verifica o conditie initiala
y(0) =k,

unde A, B gi C sunt functii reale date, y o functie absolut continua pe intervalul [0, 1],
k este o constanta reala data, iar D%y este derivata fractionara de ordinul « in sens
Caputo.

Ecuatia diferentiala Riccati de ordin fractionar, cu aplicabilitate in probleme de
control optimal, a fost studiata atat numeric, cat gi analitic in numeroase articole
stiintifice.

Parcurgand algoritmul prezentat in descrierea metodei MAPMPDI sunt determi-
nate solutii analitice aproximative, de tip polinomial si pentru acest tip de ecuatii. In
sectiunea urmatoare se prezinta cateva dintre exemplele numerice calculate |

Ezemplul 3.7.1. In ecuatia (3.64) se considers A(z) = 23, B(z) = —2z*, f(z) = 2% +1
si k = 0 se obtine problema [10§]

(3.65)

cuzx € [0,1; 0<a<l1

{Day(a:) — 2y (z) + 2'y(x) = 2° + 1 (3.66)

y(0) =0,

Cazul intreg a =1 :

pentru care se cunoaste solutia exacta y(z) = x [108].
Pentru aplicarea metodei MAPMPDI se compune o solutie aproximativa de tip

polinomial (3.9):
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Pl(l‘):d0+d1'$.

Din coditia initiala P;(0) = 0, se obtine dy = 0, iar solutia aproximativa devine
P(x)=d; -x
Restul corespunzator de tip devine in acest caz :
R(x, P(7)) = —dia® + 2dy2° +dy — 2° — 1
iar functionala % este:
F(dy) = df — 6d5 +13d5 — 12d; + 4.

Se minimizeaza fuctionala .%. Se determina mai intai punctele critice ca solutii ale
ecuatiei %' (dy) = 0, iar valoarea minima care se obtine este d; = 1. Astfel se obtine
solutia exacta a problemei: g(x) = x.

Cazul fractionar 0 < a <1 :

Urmand algoritmul metodei MAPMPDI, se calculeaza urmatoarele solutii aproxi-
mative de tip polinom de gradul intai pentru problema (3.66), considerand diverse
valori pentru a € (0, 1):

- pentru o = 0.9: g(z) = 0.95341x;

- pentru o = 0.8: g(z) = 0.92353x;

- pentru o = 0.7: g(z) = 0.90548x;

3.8 Comentarii bibliografice

In acest capitol este descrisa Metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai
mici patrate aplicata unei diviziuni a intervalului de definitie.

De asemenea, este ilustrata utilitatea metodei prin aplicarea sa in determinarea
solutiilor pentru ecuatii Bagley-Torvik, Lane-Emden, Riccati, probleme de control
optimal gi in cazul curgerii unui fluid ne-newtonian. Metoda a fost prezentata in 2018
in cadrul conferintei ICCMA din noiembrie 2018. Rezultatele originale au aparut
publicate in articolul [91]. Teoremele 3.1.1 si 3.1.2 au fost publicat in 2020 in articolul
[19], Teorema 3.3.1 a fost publicata in articolul [20], Teorema 3.5.1 a fost prezentata
in cadrul conferintei EHB 2021 i a aparut publicata in [88], iar Teorema 3.6.1 a fost
publicatd in [90]. In fiecare din lucrarile mentionate se prezinti utilitatea metodei in
obtinerea solutiilor aproximative analitice pentru ecuatii diferentiale fractionare de tip
Lane-Emden, Bagley-Torvik sau Riccati. Fiecare din lucrarile amintite au fost citate
in jurnale de specialitate interne sau internationale.
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Capitolul 4

Metoda perturbatiilor omotopice in
sensul celor mai mici patrate

Metoda perturbarii omotopiei

Determinarea solutiilor (rezolvarea) ecuatiilor diferentiale, a ecuatiilor cu derivate
partiale i a ecuatiilor diferentiale fractionare a preocupat mereu cercetatorii, motiv
pentru care au fost dezvoltate diferite metode care au dus la obtinerea de solutii, in
foarte putine cazuri exacte, dar in general au condus la gasirea de solutii aproximative
(numerice, uneori analitice).

Se considera ecuatia diferentiala neliniara de forma:

A(u) — f(r)=0,7r € Q (4.1)
impreuna cu conditii B | u, a—u = 0,r € I', unde A este un operator diferential
n

general, B este un operator la frontiera, f o functie cunoscuta, iar I' este frontiera
domeniului 2.

In anul 2000, J-H He propune o noua metoda de determinare a solutiei pentru
aceste tipuri de probleme, numita Homotopy Perturbation Method (HPM) [54], [53],
[51], [49], in care etapele parcurse sunt urmatoarele:

- ecuatia se rescrie sub forma

L(u) + N(u) — f(r) = 0,7 € Q (4.2)

unde L(u) este partea liniara, iar N(u) partea neliniara a lui A(u).
- se introduce un ”parametru artificial” p si se obtine ecuatia perturbata

L) +p- N(w) = f(r) =0
- se dezvolta "u” in serie de puteri
U = Uy + puq +p2uQ +p3U3 + ...

daca p — 1 ecuatiile (4.1]) si (4.2)) coincid, iar u este solutie a ecuatiei date.
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Metoda HPM propusa de He in anul 2000 a stat la baza a numeroase metode de
determinare a soutiilor aproximative pentru diverse tipuri de ecuatii diferentiale.

In acest capitol se are ca punct de plecare HPM pentru o noua metoda numita
metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor mai mici patrate.

4.1 Descrierea metodei perturbatiilor omotopice in
sensul celor mai mici patrate - (MPOMP)

In acest paragraf, este prezentata metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor
mai mici patrate (MPOMP). Aplicatia numerica din sectiunea urmatoare contine un
sistem format din doua ecuatii, dar metoda MPOMP poate fi generalizata pentru
sisteme care constau din atatea ecuatii cat este necesar.

Se descrie mai jos metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor mai mici patrate
si se determina cu ajutorul sau solutia sistemului:

21(U(y), V(y) +MU(y), V(y) — fly) =0,
2(U(y),V(y)) +A42(U(y), V( (y) =0, (4.3)
#i(U(y) =0, Z;(V(y) =0, i=1nl j=1,n2, yelCR
unde U si V' sunt functii necunoscute, %, sunt operatori liniari, .47, .45 sunt
operatori neliniari, iar %;,%; sunt operatori la frontiera.
Se considerd U si V solutiile aproximative ale sistemului

Erorile (resturile) obtinute prin inlocuirea solutiilor exacte U si V' ale sistemului
(4.3) cu cele aproximative U, V sunt

Z1(y,U(y) = 21U (y) + M(U®y) - fily).
oy, V(y) = L(V(y) + A4V () - fo(y), yeICR

Se parcurg pasii din metoda perturbarii omotopiei, introdusa de He in [55],[52],[56],
primul pas pentru aplicarea MPOMP este atasarea sistemului familiei de ecuatii

(4.4)

(1 =p)[L(21(y,p) — [r{w)] +p [A(P1(y, ) + M (P1(y,p)) — f1(y)]
(1 = p)[L2(Pa(y, p)) — f2(¥)] + P [La(Pa(y, p)) + A2 P2(y,p) — fo(y)]

(4.5)

0

0

in care avem parametrul p € [0, 1] iar ®; cu i = 1,2 functii necunoscute.
Cand p cregte de la 0 la 1, solutiile ®; ale sistemului (4.5)) variaza de la

®(y,0) = Up(y) si Pa(y,0) = Vo(y) pana la ®1(y, 1) = U(y) i Po(y, 1) = V(y).
Functiile Uy si Vj sunt solutiile sistemului:

0
=0 (4.6)
B(Uy) =0, B,(V(y)=0, i=Tnl j=Tn2 yek
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Se considera urmatoarele dezvoltari pentru ®;:

1 (y,p) = Us(y) + > Unly) p™
mz1 (4.7)
Doy, p) = Voly) + >_ Viuly) p™

m>1
Se inlocuiesc relatiile (4.7) in (4.5)), se grupeaza termenii dupd puterile lui p si se
egaleaza coeficientii acelorasi puteri ale lui p. In final se obtin:
L (Un(y) = =M™ (Uo(y), Ur(y): vy Un1(y))

L(Vin(y) = =" Vo), Vi(®), -, Vi1 (y)) (4.8)
f%z(Um(y)) =0, '@](Vm(y)) =0, t=1,nl ] = m, (TS R

unde Ji{j , j > 0 sunt coeficientii lui p’ din operatorul neliniar .4;:

MU () = A Uo(y) + pA Uo(y), Ur(y)) + p* A2 (Uo(y), Ur(y), Uz(y)) + ..
N (V(y) = A (Vo(y) + oA Voly), Vay)) + p* A2 (Valy), Vi(y), Va(y)) + ...

(4.9)
Se introduc notatiile
m=Ug+ Ui+ ...+ Uy,
fi 0 1 (4.10)
unde U,,,m > 1, i V,,,, m > 1, sunt obtinute din ecuatiile liniare (4.8)).
Pentru m = 0,1, 2, ... se construieste multimea .S;,,, care contine functiile:
Pim0, Piml, Pim2y -+ Pimnm (4.11)

alese ca functii liniar independente in spatiul vectorial al functiilor continue pe inter-
valul real I. S;,,_1 C Sy, si fim este o combinatie liniara reala a acestor functii, unde
i=1,2.

Folosind functii de tipul , se definesc cateva tipuri de solutii aproximative ale
sistemului .

Definitie 4.1.1. Un sir de functii {s;, }men de forma:

Simzzafm@imk 5 mGN, Ojﬁl ERJ:L_Q (412)
k=0

se numeste PO - sir pentru sistemul (4.3)).
Functiile din acest PO - sir se numesc PO - functii pentru sisteml (4.3)).
PO - girul {s;m}men care verifica proprietatea:

lim %z(:% Slm(y)a 82m<y)) = Oa 1= 172

m— 00

se numeste gir convergent la solutia sistemului (4.3)).
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Definitie 4.1.2. PO - functiile U si V care pentru ¢ > 0 satisfac conditjile:

Z(y, U, V)| <e, Bi(U)=0
1(0,0,V) (0 )
|‘%2(y7 U7V)| <g, ‘%,7(‘/):0
se numesc solutii ¢ - PO aproximative ale sistemului (4.3)).
Definitie 4.1.3. PO - functiile U si V care pentru ¢ > 0 satisfac conditiile:
[ @Oy <e A =0 (4.14)
I
[ B0 a<e B0 -0 (4.15)
1

se numesc solutii slab ¢ — PO aproximative pentru sistemul (4.3)).

Remarca 4.1.1. Se observa ca orice solutie ¢ — PO aproximativa a sistemului
este, de asemenea, o solutie slab € — PO aproximativa . Rezulta ca sirul de solutii slab
PO aproximative ale sistemului contine, de asemenea, solutiile PO aproximative
ale sistemului.

Urmatoarea teorema stabileste existenta unor solutii slab PO aproximative ale
sistemului (4.3)) si oferd modalitatea prin care se construiesc aceste solutii PO aproxi-
mative.

Teorema 4.1.1. Sistemul admite un sir de solutii slab PO aproximative.

Remarca 4.1.2. Demonstratia acestei teoreme arata modul in care se poate determina
o solutie U,V, e - slab PO aproximativa a sistemului .

De asemenea, tinand cont de Remarca , dacd |%,(y,U)| < e i |2y, V)| < e
atunci U si V sunt de asemenea solutii € - slab PO aproximative ale sistemului initial.

4.2 Exemplu - flux sanguin

Aplicatia prezentata in aceasta sectiune este cea inclusa in lucrarea lui Rashidi
i colaboratorii in [86], unde autorii au folosit metoda de analizd a omotopiei si
metoda transformarii diferentiale pentru a gasi solutii analitice aproximative pentru
urmatoarea problema

UV — VU = Ri (U” — Ha2U)
e
VIV = Hi?V" + Re (V'V" — VV") (4.16)

U©0) =1, V(0)=0, V'(0)=0, U(1)=0, V(1) =1, V(1) =0

Aceste ecuatii modeleaza un flux magnetohidrodinamic laminar al unui fluid vascos
non-newtonian intr-un canal semi-poros sub influenta unui camp magnetic static axial
uniform. U gi V' sunt componentele vitezei axiale medii §i, respectiv, normala, Ha este
numarul lui Hartmann si Re este numarul lui Reynolds.

52



Rezultatele obtinute aplicand MPOMP pentru determinarea solutiilor analitice
aproximative, au fost publicate in articolul M.S.Pagca, O.Bundau, A.Juratoni,
B.Caruntu, The Least Squares Homotopy Perturbation Method for Systems of Diffe-
rential Equations with Application to a Blood Flow Model , Mathematics (10/2) 2022,
pag. 546-560 [87].

Pentru a gasi solutii analitice pentru acest tip de probleme, de-a lungul anilor
au fost folosite diverse metode de aproximare, cu rate variate de succes printre care
se regasesc si: metoda perturbatiei omotopiei [52], metoda iteratiei variationale [50],
metoda de descompunere Adomian [3] si metoda de omotopie asimptotici [74]. In
timp ce aceste metode (si multe altele) au fost folosite cu succes, din cauza naturii
ecuatiilor, calculele implicate sunt de obicei foarte dificile.

Ca utilitate practica a sistemului , acesta poate fi utilizat pentru a studia
influenta unui camp magnetic asupra fluxului sanguin printr-un vas de sange. Au fost
stabilite numeroase modele pentru studiul fluxului sanguin hidrodinamic prin vase, de
exemplu in [I12] unde, autorii analizeaza fluxul de sdnge in tuburi cu diametre reduse.
De asemenea, in [I1§], autorii prezinta un studiu asupra fluxului sanguin prin tuburi
arcuite mici. Fluxul sanguin a fost analizat prin efectul campului magnetic ca un fluid
bun conductor de electricitate. Cunoscandu-se ca sangele este un ferofluid, se poate
concluziona ca exista posibilitatea de a controla tensiunea arteriala i comportamentul
fluxului acesteia prin utilizarea unui camp magnetic adecvat.

In [T1], autorii au venit cu o reprezentare matematica a fluxului sanguin intr-un
vas de sange de dimensiuni reduse in prezenta unui camp magnetic. Mai mult, in
[120], autorii au investigat interactiunea dintre celulele rosii din sange §i un camp
magnetic extern. Rezultatele arata capacitatea unui camp magnetic de a modela
fluxul sanguin. Alte cercetari privind proprietatile magnetice ale sangelui se bazeaza
pe lucrarile: [86], &, 119, 77, 114} 16, 100} 64, 99, [6].

Multe modele matematice prezinta parti ale sistemului circulator uman (de exemplu
[TO1L 111}, [109L [124]), de cele mai multe ori, fluxul de sange este modelat prin utilizarea
ecuatiilor diferentiale, majoritatea neliniare. Cu toate acestea, este de obicei aproape
imposibil sa fie determinate solutii exacte pentru aceste tipuri de ecuatii fiind utilizate
diverse metode de aproximare pentru calcularea solutiilor cat mai aproape de solutiile
exacte. Solutiile aproximative calculate ofera informatii importante despre fenomenle
ce au loc in interiorul sistemului.

In sectiunea urmatoare, am aplicat metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor
mai mici patrate pentru a calcula solutii aproximative pentru sistemul pentru
doua cazuri cu importanta practica semnificativa ale numarului Hartmann Ha si ale
numarului Reynolds Re. De asemenea, am cuprins si comparatii ale solutiilor obtinute
aplicand MPOMP cu solutiile anetrioare obtinute in literatura.

Cazul numarul lui Reynolds Re = 1 si numarul lui Hartmann
Ha =0

Cazul Re =1 ¢i Ha = 0 corespunde unui flux sanguin neconductor.

In [86], Basiri Parsa si colaboratorii au calculat solutii aproximative ale sistemului
(4.16]) utilizand metoda analizei omotopiei (OAM), metoda transformarii diferentiale
(DTM), iar in [33] Caruntu si colaboratorii au calculat solutia aproximativa a siste-
mului utilizand metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate

(MAPMP).
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Pentru a aplica MPOMP sistemului (4.16]), se determina solutia analitica aproxi-
mativa pargurgand etapele:
- operatorii liniari sunt:

1
L(@iy.p)) = = U La(@aly,p) = VI (4.17)
- iar cei neliniari:
H 2
M (®1(t,p)) = R—ZU LUV UV, Ms(Bo(t,p)) = —Ha2V" — Re (V'V" — VU™,
(4.18)
Se calculeaza aproximarile :
- primul termen al aproximarii (aferent puterii zero a parametrului p°) este
Uo(y) =1-y: Voly) =3y* —¢* (4.19)

- al doilea termen (pentru p') este

5 4 7 6 5 3 2
Y 3y 29y 2y Y 3y 167y 113y
) =% -+ -5+ Vily) =3 -+~ +

4 20 T35 10 70 35
(4.20)
- al treilea termen este
2 19y o7 8 235 1643y* 11313 1763
Up(y) === - V0 20 28 | 0 O
315 560 20 20 ' 70 1680 105 1260
a0 0 3y Ty’ 533t 1210 Tradegy  (421)

Voly) = —
2(y) 5775 525 Jr210 560 1225 2100 350 323400
2087479y?

646800

Pentru aproximarea termenului Uy+U;, multimea Sy, consta din functiile {y, y*, y*, v°}
si pentru Vg + Vi multimea Ss,, = {92, v, v°,v%, vy }.

Se construiegte o solutie aproximativa de forma:

Uly) = co+ a1y + oy’ + eay’ +cay® si V(y) = doy? + iy’ + doy® + day® + day”.

Cu ajutorul conditiilor initiale date:

UW0)=1,0(1)=0,V(0)=0,V(1)=1,V(0)=0,V'(1) =0

seobtin: co =1, cg=—1—co—c3—¢y
resppctiv do = —2d2 + 3d3 + 4d4 + 3, dl = —3d2 - 4d3 - 5d4 — 2.
Inlocuind expresiile lui c¢g, ¢1, dp, si dy in expresia resturilor rezulta

%l(y7 U) = ‘%(y7027c3704>; %2(97 ‘7) = %<y7d27d37d4) (422)

Functionalele corespunzatoare sunt
1

1
Fi(ca, c3,¢4) = /%12(%02703764)611/; Fo(dy, d3, dy) = /%§<y7d27d37d4)dy
0

" (4.23)

54



Prin minimizarea acestor functionale se determina coeficientii: ¢; si d;, j = 2,4, cu
ajutoarul carora se determina urmatoarele solutii aproximative pentru sistemul (4.16)):

- aproximarea termenului de grad doi:

U(y) = 0.2513943y° — 0.8905203y* + 1.04400719y> — 1.404881162y + 1;
V(y) = 0.05831712y" — 0.218893y° + 0.3252221y° — 2.39167630y° + 3.22703097%>2.
- aproximarea termenului de grad trei:
Ul(y) = —0.01278317y°+0.07931201° —0.21264y7+0.26096 763635 +0.1323685013° —

0.90~665763y4 + 1.0653323749y° — 1.4058936967y + 1;

V(y) = 0.000772521972y" — 0.0033512835y'% 4 0.002836561y" — 0.0031087019y® +
0.079915383y" — 0.256950662963° + 0.3470628y° — 2.3943088377y> + 3.22713221y%.

Comparatia este prezentata in Tabelele 4.1 care includ rezultatele obtinute in  [86],
prin intermediul OAM gi DTM, rezultatele obtinute in [33] prin MAPMP si rezultatele
calculate prin OPM clasic si prin MPOMP.

Y coam [86) eprm [86) epLsm[33] | copm2t. eopm 3t. empomp 2t. | empomp 3t.
0.1 9.04x1073 | 1.08 x 1072 | 8.06 x 107% | 4.45 x 1073 | 6.77 x 10~* | 8.61 x 10~°> | 3.68 x 10~
02| 1.77x 1072 | 1.77 x 1072 | 1.90 x 1073 | 9.08 x 1073 | 1.35 x 1072 | 8.00 x 10~ | 1.56 x 10~°
0.3 271 x1072 | 1.98 x 1072 | 2.14 x 1073 | 1.37x 1072 | 2.01 x 1073 | 4.18 x 1076 | 3.41 x 106
0.4 | 345x1072 | 1.79x 1072 | 1.34 x 1072 | 1.78 x 1072 | 2.64 x 1072 | 9.71 x 10~®> | 9.99 x 1078
0.5 3.73x1072 | 1.39 x 1072 | 814 x107° | 210 x 1072 | 3.16 x 1073 | 1.29 x 10~* | 2.42 x 1076
0.6 | 3.46 x 1072 | 933 x 1073 | 1.43 x 1073 | 2.24 x 1072 | 3.50 x 1073 | 7.69 x 107° | 1.22 x 1076
0.7 | 277 x 1072 | 539 x 1073 | 2.09 x 1073 | 2.15 x 1072 | 3.54 x 103 | 2.59 x 10~® | 9.10 x 107
0.8 | 1.87x1072 | 2.63x 1073 | 1.74 x 1073 | 1.78 x 1072 | 3.12x 1073 | 9.63 x 107> | 7.61 x 10~
0.9 927 %1073 | 9.33 x107% | 6.99 x 107* | 1.07 x 1072 | 2.02x 1073 | 6.71 x 107° | 4.05 x 1077

Tabela 4.1: Compararea erorilor absolute ale solutiilor aproximative U in cazul Re = 1
si Ha = 0.

4.3 Comentarii bibliografice

In acest capitol am descris Metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor mai mici
patrate cu aplicatie asupra rezolvarii unui sistem de ecuatii diferentiale care modeleaza
fluxul sanguin prin vasele de sange. Metoda a fost prezentata in 2017 de C Bota si B
Caruntu in lucrarea [23].

Rezultatele originale privind Teorema 4.1.1 si aplicarea acestei metode unui sistem
care modeleaza fluxul sanguin, rezultate obtinute in timpul stagiului doctoral au fost
publicate in articolul: M.S. Pasca, O. Bundau, A Juratoni, B. Caruntu, The Least
Squares Homotopy Perturbation Method for Systems of Differential Equations with
Application to a Blood Flow Model , Mathematics (10/2) 2022, pag. 546-560.
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Capitolul 5

Metoda de aproximare polinomiala

in sensul celor mai mici patrate pe
subintervale (MAPMPS)

In acest capitol este descrisi o noud metodd de determinare a solutiilor analitice
aproximative pentru diverse tipuri de ecuatii diferentiale, metoda elaborata de mine
in urma calculelor efectuate de-a lungul stagiului doctoral.

In ultimele luni de activitate am prezentat rezultatele obtinute in cadrul mai multor
conferinte interne si internationale.

5.1 MAPMPS pentru ecuatii de tip Bagley-Torvik
Rezultatele obtinute aplicand MAPMPS unei ecuatii de tip:

y' () +k-D%(x)+ X y(x) =0, z€[a,b) (5.1)
cul < a < 2, si cu conditiile initiale:

y(a) =0,y'(a) =1, (5.2)

le-am prezentat in cadrul conferintei SACI 2022 care s-a desfasurat in Timisoara in
perioada 25-28 mai 2022 si vor aparea in Proceedings-ul conferintei cotat IEE si WBS.

Problema de tipul a fost folosita pentru a modela caracteristicile de rezistenta
la deformare ale betonului polimeric. Acest beton polimeric este reprezentat ca un set
de granule de minerale diluate intr-un mediu elastic-plastic. Miscarea granulelor este
descrisa de ecuatia , unde k este vascozitatea, A este modulul de rigiditate, iar «
este parametrul elastic-plastic al mediului.

Betonul polimeric poate fi utilizat pentru constructii noi sau repararea betonului
vechi. Proprietatile sale adezive permit repararea atat a betoanelor polimerice, cat si a
betoanelor conventionale pe baza de ciment. Rezistenta la coroziune i permeabilitatea
scazuta a betonului polimeric 1i permite sa fie utilizat la constructia piscinelor, a
structurilor de canalizare, a canalelor de drenaj si a altor structuri care contin lichide
sau substante chimice corozive.

Avand o utilitate practica larga s-au cautat solutii ale sistemului descris in (5.1))
unde D%y reprezinta derivata fractionara in sens Caputo de ordinul «.
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In sectiunea urmatoare se prezinta Metoda de aproximare polinomiala in sensul ce-
lor mai mici patrate pe subintervale (MAPMPS) care permite determinarea solutiilor
polinomiale aproximative analitice pentru ecuatii diferentiale ordinare fractionare. Voi
compara solutiile aproximative astfel obtinute cu cele prezentate de Alerov si colabo-
ratorii sai in [5].

5.1.1 Descrierea metodei MAPMPS
Se considera o diviziune a intervalului I = [a, b] formata din M + 1 puncte:
a=ayp < a; <@y <---<apy_1<apy=n>o

Pe fiecare subinterval al domeniului de definitie, astfel obtinut: I; = [a;, a;+1] cu
i =0, M — 1 se noteazi cu §j; o solutie aproximativi a ecuatiei (5.1). Eroarea obtinuta
prin inlocuirea solutiei exacte y cu solutia aproximativa g; va genera resturile:

Hi(Gi(v)) = i (x) + k- DGi(w) + X - Gilw). (5.3)

Definitie 5.1.1. Numim solutie e-aproximare polinomiala in sensul celor mai
mici patrate pe subintervale, pentru problema (5.145.2)) o solutie ¥ = g;,x € I
care satisface relatiile:

|Z:(9:(x))| <e, i=0,M—1, >0 (5.4)
Impreuna cu

Definitie 5.1.2. Numim solutie slab c-aproximare polinomiala in sensul celor
mai mici patrate pe subintervale pentru problema ((5.145.2)) o solutie polinomiala
y; care satisface relatiile:

it
/ B de <e, i =0 =1 (5.6)
impreuna cu conditia (5.5)).

Definitie 5.1.3. Fie polinoamele P;;(z) = ¢+ cin® + cipr? + -+ - + cimx™, ¢;; € R cu
1=0,M —1, 5 =0, m care verifica:

Spunem ca girul de polinoame {P;;(z)} este convergent la solutia problemei (5.1H5.2)
daca are loc

lim Z;(P,(z)) =0, Vi=0,M — 1.

m—0o0

Din ipoteza problemei initiale rezulta ca exista un gir de polinoame {P;,}
care converge la solutia problemei, conform teoremei lui Weierstrass de aproximare
polinomiala.

Vom calcula o solutie polinomiala aproximativa pe subintervale slab ¢ aproxima-
tiva, in sensul Definitiei [5.1.1], de tipul:

Ji(r) =Y dypa®,m >0 (5.7)
k=0
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unde d;g, d;1, - - -, d;, sunt constante care sunt calculate parcurgand etapele:

- prin inlocuirea solutiilor aproximative ([5.7)) in ecuatia (5.1)) se obtin:
RHi(:) = 47" (x) + k- D) + X - gi(x). (5.8)

Pentru determinarea solutiei aproximative avem de determinat coeficientii d;o, - - - , dip
astfel ca Z;(9;) = 0, g(a;) = 0. Se inlocuiesc dip, d;1, -+ ,dim In (5.7))) si se obtine o
solutie aproximativa pe subintervale pentru ecuatia (/5.1).

- se atageaza probemei pe fiecare subinterval I; cate o functionala:

Qi1
Sildi, dig, diz, - -+, dim) = / ; () da (5.9)
a;
in care d;o este functie de d;,d;s - - - , d;y, din conditia initiala.
- se calculeaza coeficientii djy, - - - ,d},, ca valori care dau minimul functionalei _#;.
- cu constantele dY;, - - - ,d) astfel determinate se construiegte polinomul
m
Tim(z) = dia®. (5.10)
k=0

Are loc urmatoarea teroema de convergenta:

Teorema 5.1.1. Sirul polinoamelor {T;,,} din satisface:

a;+1

lim / K* (T (z))dz = 0. (5.11)

Pentru a calcula o solutie £ aproximativa polinomiala, pe subintervale, pentru
problema (5.1)) utilizand MAPMPS, vom determina mai intai o solutie polinomiala
slab € aproximativa, ;.

Daca are loc |Z(9;))| < € atunci §; este, de asemenea si o solutie € aproximativa
de tip polinomial pentru problema data.

5.1.2 Exemplu numeric

In ecuatia 1' se considera valorile £ = 1.8 si A = 93, valori obtinute experimental
de Alerov in [36].

Se aplica metoda MAPMPS pentru determinarea unei solutii analitice aproxima-
tive. Rezultatele obtinute se compara cu ceea ce s-a obtinut punctual, experimental,
prin masuratori directe de catre Alerov si colaboratorii sai.

Se considera astfel ecuatia Bagley-Torvik diferentiala de ordin fractionar [5):

y"(x)+1.8- D%(x) + 93 - y(z) =0 (5.12)

cu x € [0,1.5], care verifica y(0) = 0 si ¢'(0) = 1.
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Cazul o =1

Pentru cazul intreg (o = 1) se calculeaza solutia exacta:
9t
-5 . [ V9219z
10e 10 sin 0

y(@) = V9219

Aplicand metoda MAPMPS descrisa in sectiunea anterioara, se poate imparti interva-
lul I = [0, 1.5] intr-un numar diferit de subintervale si se pot utiliza pentru aproximare
polinoame de diverse grade.

Cunoscand rezultatele exeprimental amintite se folosesc sase subintervale si se con-
struiesc solutii aproximative de tip polinom de grad patru. Astfel pentru determinarea
solutiei aproximative se parcurg urmatorii pasi:

- se imparte intervalul I = [0, 1.5] in sase subintervale de lungime egala

O=ay<a;1 <---<as=1.>
construind pe fiecare subinterval cate o solutie aproximativa de forma:
?jz(l‘) :di0+di1 'I+di2'$2+di3'l'3+di4~l’4

cui = 0,5. Din conditia initiala se va putea determina d;.

- solutia aproximativa pentru fiecare subinterval devine ;, fiecare fiind un polinom
de grad patru cu coeficienti necunoscuti pentru x, 2%, 23 si a*.

- restul (diferenta dintre solutia excata si cea aproximativa) este: %;(7;) pe fiecare
subinterval I;.

- se compun functionalele:

ai+1
/i(dil,dn,dzs,dm): /%f(j&l(x))d:v

ai

- prin minimizarea acestor functionale in raport cu d;1, djo, d;s, dia, 7 = 0,5 se deter-
mina coeficientii cu care se vor construi solutiile polinomiale MAPMPS care impreuna
conduc la solutia:

(30.1802* — 16.5212% — 0.85622 + z, x € [0,0.25]
—17.4862* + 33.4462% — 20.82022 + 4.591x — 0.244, x € [0.25,0.5]
1.27433z* — 10.74862° + 17.45142? — 9.913x + 1.791, x € [0.5,0.75]
9.66622" — 29.5549x3 + 31.5322? — 13.4617x + 1.8107, z € [0.75,1]
—12.16782* + 54.55912 — 89.987x2 + 64.573x — 16.983, x € [1,1.25]

(8.122x* — 47.171223 + 101.44122 — 95.651x + 33.346, x € [1.25,1.5]
Tablul 5.1 prezinta comparatia dintre rezultatele experimentale corespunzatoare

solutiei numerice propuse de Alerov in [5], solutia exacta si solutia obtinuta folosind
MAPMPS.
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X Solutia determinata Solutia Exacta | Solutia EMAPMPS
experimental Alerov [5] MAPMPS

0.25 | 5 x 1072 5.615 x 1072 5.619 x 1072 | 4.464 x 1074
0.50 | —4 x 1072 —6.614 x 1072 | —6.600 x 1072 | 1.400 x 104
0.75 | =1 x 1072 4212 x 1072 | 4.166 x 1072 | 4.412 x 107
1.00 | 2 x 1072 —6.795 x 107% | —6.801 x 1072 | 6.456 x 10~*
1.25 | —1 x 1072 —1.808 x 1072 | —1.860 x 1072 | 5.206 x 10~*
1.50 | =1 x 1072 2.605 x 1072 2.619 x 1072 1.429 x 104

Tabela 5.1: Comparatie intre solutiile problemei [5.12]

Astfel este ilustrata o buna acuratete a metodei MAPMPS, care ne permite sa
folosim aceeasi procedura si in cazul @ € (1,2). Pentru cazul fractionar nu se pot
face comparatii cu rezultatele obtinute de alti autori, deoarece pana acum nu au fost
publicate solutii analitice sau numerice pentru acest caz.

Cazul a € (1,2)

Pentru @ = 1.47 parcurgand algoritmul descris mai sus s-a determinat solutia
analitica aproximativa MAPMPS (folosind o aproximare polinomiala de gradul 4 si
impartind intervalul I in gase subintervale echidistante)

Pentru primul subinterval, restul calulat este

~200253/190(12903d, + 1002(253ds + 400d,))

H(y(x)) =
683859 (%)

obtinut prin alegerea unei solutii polinomiale aproximative de forma
Z](QI) = d() + d1x + d2I2 + d3.133 + d4x4.
Functionala corespunzatoare atasata este:

1202°3/100(12903d, + 1002(253ds + 400d,7))

93
22 ' —:
7953 (100)

+93 (doz? + dzx® + dyz* +t) + 2dy + 6dzx + 12d42>

jl(d27 d37 d4) —

Prin minimizarea aceastei functionale se obtine solutia analitica aproximativa pe pri-
mul subinterval I; = [0, 0.25]

71 (z) = 19.752x* — 13.3492° — 0.040892% + .

Se reia procedeul pe fiecare subinterval si se obtine solutia de mai sus.
Se repeta algoritmul pentru oo = 1.60,1.7 si 1.9.
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5.2 MAPMPS pentru ecuatii de tip Riccati

Urmand algoritmul descris in 5.1.1 se determina solutii analitice aproximative si
pentru ecuatii de tip Riccati.

Exemplul 5.2.1.
Astfel se considera problema studiata si in [6], [22], [32], [I08] formata din ecuatia

D(z) = —y*(z) + 1,2 € [0,1] (5.13)

cu conditia initiala
y(0) =0
unde y este o functie absolut continua pe intervalul [0, 1], 0 < o < 1, cu D%y derivata
fractionara de ordin « in sens Caputo (conform Definitiei ??) a functiei y, astfel incat
sa fie satisfacuta conditia de existenta si unicitate a solutiei.
Doar pentru cazul intreg o = 1 se cunoasgte solutia exacta:

e’ — 1

) =iy

Se determina cu ajutorul metodei MAPMPS o solutia analitica aproximativa pen-
tru aceasta problema. In acest sens se parcurg etapele descrise in sectiunea anteriora,
astfel:

e se divide intervalul I = [0, 1] in patru subintervale echidistante

0=uag < a; <---azg = 1. Pentru fiecare subinterval I; = [a;, a;11] cui =0,
compune o solutie aproximativa de tip polinomial de forma

w

se

Ji(x) =dio+dn - x+dig - 2® + dig - 2° + diy - 2 + di5 - 2
. Din conditia initiala se determina dy.

e Pe fiecare subinterval solutia aproximativa devine

; - polinom de grad cinci cu coeficienti necunoscuti pentru puterile z, 22, - - - 2°.

e Prin inlocuirea solutie exacte y cu solutia aproximativa g pe fiecare subinterval
I; se va determina restul de forma %;(x, ;) .

e Se atageaza functionala:

air+1

/i(diladi2adi37di47di5): /%7;2(%@1‘)6555

at

Se minimizeaza _¢; in raport cu fiecare din variabile si se obtin astfel coeficientii
care vor duce la afarea polinomului de aproximare pe fiecare subinterval considerat.
Solutia analitica aproximativa de tip polinom MAPMPS este:
g1(x) = 0.1152° + 0.0062* — 0.33422 + 0.0000522 + 0.999z, = € [0,0.25]
Jo(x) = 0.0192° + 0.13z* — 0.4123 + 0.0182z% + 0.997z + 0.00016, z € [0.25,0.5]
3(2) = —0.05425 4+ 0.32* — 0.5722% + 0.1032% + 0.9762 + 0.0023, z € [0.5,0.75]
y(x) = —0.0582° + 0.31z"* — 0.58z% + 0.1022° + 0.978z + 0.0016, = € [0.75,1]

Y
Y
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X evim [6] erspqlB2] ejom [108] | emapmps 8.5 | emapmps 6 | emapmps 7

0 0 0 0 0 0 0
0.10 | 5.00 x 107 | 1.59 x 107° | 4.57 x 107° 311x107% | 4.46 x 10710 | 413 x 10713
0.20 | 439 x 1072 | 243 x 1075 | 9.74 x 10719 | 6.94 x 1072 | 3.52 x 10710 | 6.21 x 10713
0.30 | 1.56 x 107 | 1.41 x 107° | 3.71 x 107 1.06 x 1078 | 1.05 x 10710 | 2,05 x 10712
0.40 | 1.97x107% | 2.32x 107° | 1.29 x 10~? 5.56 x 1079 1.32 x 10710 | 1.95 x 10~ 12
0.50 | 1.38 x 107° | 3.95x 107° | 1.93x 1077 | 1.72x 107 | 222 x 107 | 5.55 x 10717
0.60 | 6.61x 107> | 1.82 x 1075 | 2.74 x 107° 230 x 1079 | 3.11 x 10719 | 583 x 101!
0.70 | 2.43x107* | 1.58 x 107> | 4.32 x 10~? 343 x 107 | 2.56 x 10719 | 4.38 x 10711
0.80 | 7.35 x 107* | 2.18 x 107° | 2.43 x 107° 1.88x 1072 | 2.05 x 10710 | 3.78 x 10~ 1
0.90 | 1.91x 1073 | 1.05x 107° | 3.59 x 10719 | 1.19x 1072 | 5.49 x 107! | 3.41 x 10~ 1!

1 | 442x1073 | 203x107° | 7.01 x 1072 | 1.07 x 1073 | 7.77 x 10717 | 1.28 x 1013

Tabela 5.2: Comparatii intre erorile absolute pentru Exemplul 5.2.1, cazul o = 1

A fost reluat algoritmul descris mai sus si s-a determinat si solutia analitica aproxi-
mativa, de tip polinomial, pe subintervale, utilizandu-se pentru polinoamele de aproxi-
mare gradul 6 si gradul 7. Tabelul 5.2. contine comparatiile intre erorile determinate
de alti cercetatori pentru aceasta aplicatie si rezultatele aplicand MAPMPS.

In tabel se pot observa erori comparabile cu ceea ce se regaseste in literatura si
pentru polinom de aproximare de grad 5, motiv pentru care se va pastra acest grad
Sigur ca majorand gradul polinoamelor de aproxi-
mare, precum si crescand numarul de subintervale, se vor obtine solutii cu eroare tot
mai mica, insa timpul consumat pentru determinarea solutiilor va creste. Astfel ca
urmarind si un consum cat mai mic de resurse, pentru cazul fractionar aproximarile se
vor determina doar cu polinom de grad cinci si folosind patru subintervale echidistante.

Solutiile numerice obtinute sunt:

minim pentru cazul fractionar.

e pentru a = 0.9

237.872° — 174.752* + 48.252% — 6.822% + 1.64x, x € [0,0.25]

Y

j(x) =

0.302° — 0.572* + 0.512% — 0.772% + 1.292 + 0.007, z € [0.25, 0.5]
—0.042° + 0.18z* — 0.1323 — 0.4922 4+ 1.23x + 0.01, z € [0.5,0.75]

—0.032° + 0.122* — 0.0423 — 0.5622 + 1.262 + 0.008, z € [0.75, 1]

e pentru a = 0.8

701.832° — 512.74x* + 141.1423 — 19.372% + 2.63x, z € [0, 0.25]

() =

1.062° — 2.45z* + 2.6223 — 2.132% + 1.68z + 0.015, 2 €
0.072% — 0.36x* + 0.882 — 1.4222 + 1.55x + 0.022,x €

[
[
[
[

0.25,0.5]
0.5,0.75]

0.0225 — 0.20x* + 0.672% — 1.2922 + 1.51x + 0.025, 2 € [0.75, 1]
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5.3 Comentarii

Exemplele numerice prezentate in ambele subcapitole ale acestui ultim capitol
al lucrarii ilustreaza o buna concordanta intre rezultatele obtinute utilizand aceasta
noua metoda si rezultatele existente in literatura. De asemenea din descrierea metodei
reiese gradul redus de dificultate prin care se determina solutiile analitice aproximative
pentru diverse tipuri de probleme cu aplicabilitate in viata reala. Se observa totodata
o convergenta rapida a solutiei aproximative spre solutia exacta, avand in vedere ca
aproximarile polinomiale se calculeaza pe intervale de lungime redusa (subintervale
ale domeniului de definitie). Acesta este si motivul pentru care timpul computational
nu este unul ridicat, chiar daca se calculeaza mai multe polinoame de aproximare
(pe fiecare subinterval cate un polinom) pentru ca in final sa fie obtinuta solutia pe
intreg intervalul de definitie. Sunt mai multe polinoame, dar avand grad mai mic sunt
necesari mai putini coeficienti, calculul de minimizare se face pentru functionale care
au un numar mai redus de necunoscute.

Ramane in continuare deschisa problema determinarii mai rapide a numarului op-
tim de subintervale pentru fiecare tip de problema in parte precum si gradul minim
necesar pentru polinomul de aproximare pe fiecare subinterval. Toate acestea se vor
studia si perfectiona in perioada urmatoare, ducand probabil la scrierea de alte comu-
nicari stiintifice ce se vor prezenta la conferinte interne si internationale, precum si,
poate, la publicarea altor articole in jurnale de specialitate.
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Concluzii

Pe parcursul celor patru ani de stagiu doctoral am calculat solutii analitice apro-
ximative pentru diverse tipuri de ecuatii cu derivate fractionare, aplicand metode de
aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate.

Am folosit metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate, in-
trodusa intr-o prima forma de Prof C. Bota gi B Caruntu in 2012, pentru determinarea
solutiilor analitice aproximative pentru ecuatii Bagley-Torvik, Lane-Emden, probleme
de control optimal si ecuatii integro-diferentiale de tip Fredholm-Volterra. Rezultatele
obtinute in urma calculelor au fost publicate in mai multe articole in jurnale de spe-
cialitate. In prima parte a tezei am mentionat articolele si citarile existente pana la
1.09.2022 din partea autorilor straini cu preocupari in determinarea solutiilor numerice
sau analitice pentru ecuatii cu derivate fractionare.

In continuare am utilizat metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai
mici patrate aplicata unei diviziuni a intervalului de definifie metoda introdusa de Prof
C.Bota si B. Caruntu in 2017 i am aplicat-o unor ecuatii de tip Bagley-Torvik, Riccati,
unor ecuatii neliniare cu derivate fractionare gi unor sisteme de ecuatii diferentiale. Ca
si in cazul metodei MAPMP, rezultatele obtinute au fost publicate in jurnale de spe-
cialitate. Apoi am aplicat metoda perturbatiilor omotopice in sensul celor mai mici
patrate, metoda dezvoltata tot de Prof C. Bota si B. Caruntu in 2017, pentru determi-
narea solutiilor aproximative pentru un sistem de ecuatii diferentiale care modeleaza
fluxul sanguin. Si in acest caz rezultatele astfel obtinute au fost publicate in cadrul
unui articol dintr-o revista de specialitate.

Pornind de la aceste metode, dezvoltate in ultimul deceniu in cadrul Universitatii
Politehnica din Timigoara, pe care le-am aplicat pentru rezolvarea unor ecuatii cu
aplicabilitate practica in diverse ramuri ale stiintei, in ultimele luni am dezvoltat o
metoda originala, Metoda de aproximare polinomiala in sensul celor mai mici patrate
pe subintervale. Noua metoda consta in aplicarea MAPMP succesiv pe subdomenii
ale domeniului de definitie. Domeniile fiind astfel de lungime redusa, polinoamele de
aproximare obtinute conduc mai repede la erori mai bune (folsind grade polinomiale
mai mici decat in cazul metodelor descrise in capitolele 2 si 3). Gradul polinomului
de aproximare fiind mai mic si coeficientii calculati sunt mai putini, astfel ca timpul
necesar (resursele utilizate) calculelor este mai redus, utilitatea practica a metodei
fiind una ridicata. Deoarece aproximarile folosite in metodele descrise in Capitolele 2,
3 si 5 sunt de tip polinomial, ele conduc la erori bune (de ordin mic) doar in cazul in
care domeniul de definitie al problemei este I = [a, b] de lungime destul de redusa.

Ca directie de continuare a cercetarii imi propun ca in cazul aproximarilor polino-
miale in sensul celor mai mici patrate, sa abordez oportunitatea generarii de solutii
polinomiale de tip Chebyshev sau alte tipuri de polinoame cu convergenta mai ra-
pida. In schimb, in situatia in care domeniile tind la infinit sau dacd functiile ciutate
sunt periodice, aproximarile cu functii polinomiale nu ne vor conduce la rezultate
satisfacatoare. Astfel, imi propun ca in viitor sa incerc dezvoltarea unei metode a per-
turbarilor omotopice in sensul celor mai mici patrate pe subintervale, ca o imbinare
a metodelor MPOMP cu MAPMPS. In cazul unei astfel de metode forma solutiei
aproximative se va putea alege in concordanta cu cerintele problemei, putand vorbi de
aproximari cu functii exponentiale, trigonometrice etc.

Consider ca teza de fata constituie o buna premisa pentru incursiuni ulterioare in
tematica obtinerii de solutii analitice pentru ecuatii cu derivate fractionare.
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