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Rezumat

Motivaţie şi obiective

În ultimul secol, ecuat, iile diferent, iale cu ı̂ntârzieri (DDE) discrete s, i distribuite au
fost studiate ı̂n numeroase lucrări [10, 27, 41, 62], fiind dezvoltată teoria fundamentală
pe care se bazează această teză. Unele dintre cele mai importante rezultate teoretice,
pe care se bazează rezultatele originale prezentate ı̂n această teză, sunt următoarele:
rezultate privind existent,a s, i unicitatea solut, iei problemei cu date init, iale asociate, atât
ı̂n cazul ı̂ntârzierilor discrete cât s, i al celor distribuite [41, 62], principiul liniarizării [33],
continuarea s, i dependent,a continuă a solut, iilor [27, 40, 41, 44, 34, 62], rezultate privind
proprietăt, ile de stabilitate s, i bifurcat, ie [9, 35, 11, 4, 8, 21, 22], s, i tehnica ”linear chain
trick” de transformare a unor sisteme de ecuat, ii diferent, iale cu nuclee de ı̂ntârziere
particulare ı̂n sisteme de ecuat, ii different, iale ordinare [72, 52, 101].

Domeniile s,tiint, ifice ı̂n care se aplică DDE-urile includ ingineria, fizica, biologia s, i
neuros,tiint,ele, as,a cum este evident, iat de mai multe lucrări-cheie ı̂n aceste domenii [2,
75, 12, 70, 115, 72, 74, 71, 84, 31, 120, 21]. În special, o bună introducere ı̂n acest
domeniu de cercetare este cartea lui MacDonald [72], care serves,te ca resursă esent, ială,
oferind diverse modele biologice ce au la bază DDE-uri, inclusiv cu ı̂ntârzieri de timp
discrete sau distribuite. Subiectele abordate variază de la originea ı̂ntârzierilor ı̂n
modelele biologice, până la modele specifice, precum modelul monod al chemostatului,
sau modelul lui May al mutualismului obligatoriu. În plus, cartea lui Smith [101]
este recomandată pentru studiul aplicat, iilor semnificative ale DDE-urilor, incluzând
modele pentru transmiterea HIV s, i reglarea genică prin reprimarea produsului final.

O lucrare importantă ı̂n domeniul neuros,tiint,elor a fost publicată ı̂n 1972 de Wil-
son s, i Cowan [115], care au introdus un model matematic format din două ecuat, ii
diferent, iale cuplate, care descriu interact, iunile dinamice ı̂ntre două tipuri de populat, ii
neuronale: excitatorii s, i inhibitorii. Acest model are o ı̂nsemnătate deosebită ı̂n
ı̂nt,elegerea dinamicii neuronale, deoarece nu numai că reflectă comportamentul fun-
damental al ret,elelor neuronale, dar serves,te ca s, i un cadru ce stă la baza studi-
ilor ulterioare. De-a lungul timpului, modelul Wilson-Cowan a condus la explorarea
diferitelor aspecte ale comportamentului neuronal, influent, ând teoriile s, i aplicat, iile ı̂n
neuros,tiint,a teoretică s, i cercetarea medicală practică.

Motivat, ia pentru cercetarea efectuată ı̂n această teză de doctorat este dată de
necesitatea de a studia modul ı̂n care diferite tipuri de ı̂ntârzieri de timp s, i configurat, ii
de cuplare ı̂n modelele neuronale influent,ează dinamica creierului s, i comportamentele
patologice. Modelele tradit, ionale, precum modelul Wilson-Cowan, au folosit ı̂n mod
tipic ı̂ntârzieri de timp simplificate, discrete, care nu reflectă ı̂n totalitate natura com-
plexă s, i distribuită a ı̂ntârzierilor implicite din sistemele neuronale reale. Această
simplificare poate modifica semnificativ comportamentul preconizat al acestor modele,
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conducând la interpretări inexacte ale dinamicii neuronale s, i a implicat, iilor lor pentru
funct, ionarea s, i disfunct, ionalitatea creierului. Prin considerarea diverselor ı̂ntârzieri
distribuite s, i investigarea efectelor lor asupra stabilităt, ii s, i comportamentului sis-
temelor studiate, această teză contribuie la reducerea decalajului dintre neuros,tiint,a
teoretică s, i aplicat, iile practice, ı̂n ı̂nt,elegerea s, i tratarea tulburărilor neurologice. Prin
analiză matematică riguroasă s, i simulări numerice, scopul nostru este de a oferi o
ı̂nt,elegere mai profundă a dinamicii neuronale, care stă la baza atât a stărilor nor-
male, cât s, i a celor patologice, precum boala Parkinson.

Principalele obiective ale tezei sunt următoarele:

• Analiza detaliată a stabilităt, ii s, i bifurcat, iilor pentru ecuat, ii diferent, iale cu ı̂ntârzieri
de timp distribuite.

• Investigarea unui model Wilson-Cowan ce include ı̂ntârzieri distribuite generale,
ı̂n locul simplificării modelului la un sistem de ecuat, ii diferent, iale ordinare.

• Explorarea impactului diverselor distribut, ii de ı̂ntârzieri asupra modelelor neu-
ronale, ı̂n special a modului ı̂n care diferitele nuclee de ı̂ntârziere influent,ează
stabilitatea, ratele de descărcare neuronală s, i comportamentele oscilatorii.

• Investigarea efectelor configurat, iilor de cuplare s, i a diverselor tipuri de ı̂ntârzieri
ı̂n două sisteme cuplate Wilson-Cowan, evident, iind impactul acestora asupra
tranzit, iilor ı̂n s, i din stări oscilatorii asociate cu tulburările neurologice.

• Aplicarea rezultatelor teoretice la sisteme biologice practice, cum ar fi generarea
oscilat, iilor neuronale relevante pentru boala Parkinson s, i interact, iunea dintre
anumite regiuni ale creierului.

Structura tezei s, i rezultatele originale

Primul capitol introductiv al tezei oferă o prezentare generală a mai multor rezul-
tate legate de ecuat, iile diferent, iale cu ı̂ntârziere din literatura existentă. Prezentăm
mai ı̂ntâi definit, ii s, i teoreme relevante pentru DDE-uri cu ı̂ntârzieri de timp finite
(mărginite), inclusiv definit, ia spat, iului de funct, ii s, i a normei adecvate, formularea
ecuat, iei diferent, iale s, i a problemei Cauchy asociate. Această introducere acoperă
existent,a, unicitatea s, i dependent,a continuă a solut, iilor, precum s, i conceptul de pre-
lungire prin continuitate a solut, iilor. Discut, ia se extinde apoi la ı̂ntârzierile de timp
infinite, unde sunt prezentate rezultate semnificative din literatură. O tehnică esent, ială
discutată aici este cea care transformă sistemele de ecuat, ii diferent, iale cu ı̂ntârzieri dis-
tribuite de tip p-Gamma ı̂n sisteme de ecuat, ii diferent, iale ordinare. Această tehnică
este folosită ulterior ı̂n simulările numerice din ı̂ntreaga teză. Capitolul se ı̂ncheie
prin prezentarea unor modele matematice din neuros,tiint,e, furnizând ı̂n mod specific
o prezentare istorică a modelului Wilson-Cowan, evident, iindu-i important,a s, i evolut, ia
ı̂n domeniu.

Principalele contribut, ii ale tezei sunt prezentate ı̂n următoarele trei capitole, care
constituie cadrul principal al acestei teze.

Al doilea capitol include rezultate originale obt, inute ı̂n ceea ce prives,te analiza
stabilităt, ii s, i bifurcat, iilor pentru ecuat, ii diferent, iale cu o ı̂ntârziere distribuită generală.
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Principala motivat, ie ı̂n abordarea acestei probleme este faptul că cele mai multe rezul-
tate anterioare din literatură iau ı̂n considerare doar DDE-uri cu ı̂ntârzieri discrete
sau ı̂ntârzieri distribuite specifice (de exemplu, distribut, ii Gamma sau distribut, ii uni-
forme). Scopul nostru este de a extinde analiza la ecuat, iile diferent, iale cu o ı̂ntârziere
distribuită generală. Utilizând proprietăt, ile fundamentale ale nucleelor de ı̂ntârziere,
ca funct, ii de densitate de probabilitate, precum s, i funct, iile caracteristice asociate,
explorăm rezultate de stabilitate s, i bifurcat, ie ı̂n acest context general.

Mai precis, efectuăm o analiză completă a stabilităt, ii s, i bifurcat, iilor, bazată pe
ecuat, ia caracteristică derivată prin metoda de liniarizare ı̂n vecinătatea unui punct
de echilibru, luând ı̂n considerare doar anumite constrângeri naturale. În planul co-
respunzător al parametrilor caracteristici, deteminăm curbele de bifurcat, ie, precum s, i
numărul de rădăcini instabile ale ecuat, iei caracteristice analizate, ı̂n fiecare din regiu-
nile conexe delimitate de aceste curbe. Obt, inem astfel o caracterizare completă a
regiunii de stabilitate a echilibrului considerat ı̂n planul corespunzător al parametrilor
caracteristici. De asemenea, efectuatăm o analiză a bifurcat, iei Hopf, iar criticali-
tatea este investigată prin metoda ”multiple time scales”. Pentru a ilustra rezultatele
teoretice obt, inute, luăm ı̂n considerare DDE-uri cu nuclee de ı̂ntârziere particulare,
de exemplu, ı̂ntârzierea discretă, ı̂ntârzierea distribuită de tip p-Gamma, ı̂ntârzierea
distribuită de tip uniform s, i ı̂ntârzierea distribuită de tip triunghiular. Ca exemplu
practic, rezultatele teoretice sunt exemplificate ı̂n cadrul unui model neuronal simplu.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate ı̂n lucrarea ”Stability and
bifurcations in scalar differential equations with a general distributed delay”, Applied
Mathematics and Computation (Elsevier), Vol. 454, 2023 [57]. Rezultatele origi-
nale constă ı̂n următoarele: condit, ii suficiente pentru stabilitatea s, i instabilitatea unui
punct de echilibru al ecuat, iei diferent, iale neliniare cu ı̂ntârziere distribuită, indepen-
dente de nucleul de ı̂ntârziere, date de Teorema 2.3.1; studiul bifurcat, iei de tip nod-s,a
ı̂n vecinătatea punctului de echilibru, furnizată de Teorema 2.4.1; caracterizarea pro-
prietăt, ilor curbelor de bifurcat, ie Hopf dată de Propozit, ia 2.4.2 s, i Lema 2.4.3; rezultate
referitoare la numărul de rădăcini instabile ale ecuat, iei caracteristice generale furnizate
de Lema 2.4.4 s, i Propozit, ia 2.4.6; condit, ia de transversalitate pentru bifurcat, ia Hopf
obt, inută ı̂n Lema 2.4.5 s, i Lema 2.4.9; caracterizarea regiunii de stabilitate a echilibrului
ı̂n planul parametric considerat, precum s, i a bifurcat, iilor care apar la frontiera regiu-
nii de stabilitate, date de Teorema 2.4.7 s, i Lema 2.4.8. Mai mult, obt, inem rezultate
referitoare la criticalitatea bifurcat, iilor Hopf ı̂n Sect, iunea 2.4.3.

Al doilea capitol constituie o bază pentru analiza teoretică efectuată ı̂n capitolele
ulterioare ale tezei, care sunt direct legate de modelul Wilson-Cowan.

În al treilea capitol pornim de la modelul original Wilson-Cowan, introdus ı̂n
1972, care include două populat, ii neuronale, una inhibitorie s, i una excitatorie, luând
ı̂n considerare nuclee de ı̂ntârziere de tip 1-Gamma. Init, ial, autorii au folosit metoda
”time-course graining” pentru a simplifica modelul la un sistem de ecuat, ii diferent, iale
ordinare. Modelele ulterioare de tip Wilson-Cowan au incorporat fie ı̂ntârzieri con-
stante, fie forme specifice de ı̂ntârzieri distribuite. Având ı̂n vedere că astfel de sim-
plificări ar putea influent,a semnificativ dinamica modelului, analiza noastră se con-
centrează pe analiza comportamentului sistemului ı̂nainte de aplicarea metodei ”time-
course graining” s, i ia ı̂n considerare distribut, ii generale de ı̂ntârziere.

Efectuăm analiza stabilităt, ii s, i studiem existent,a bifurcat, iilor pentru aceste ecuat, ii
cu nuclee de ı̂ntârziere generale, examinând efectele atât a parametrilor de cuplare,
cât s, i a distribut, iilor de ı̂ntârziere. Acest studiu se realizează prin investigarea ecuat, iei
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caracteristice a sistemului, ı̂n anumite ipoteze teoretice. Descriem regiunea de stabil-
itate ı̂ntr-un spat, iu de parametri adecvat, atât teoretic, cât s, i prin simulări numerice
pentru diverse tipuri de nuclee de ı̂ntârziere. Rezultatele noastre indică diferent,e sem-
nificative ı̂n regiunile de stabilitate s, i comportamentele de bifurcat, ie ı̂ntre diferitele
distribut, ii de ı̂ntârziere: distribut, iile 1-Gamma tind să sust, ină rate de descărcare neu-
ronale stabile, distribut, iile 2-Gamma se corelează cu comportament oscilatoriu regulat,
iar distribut, iile Dirac pot induce comportamente mai complexe, aperiodice. Această
variabilitate sugerează potent, ialul de a folosi diferite distribut, ii de ı̂ntârziere pentru a
obt, ine comportamente funct, ionale distincte ı̂n modelele neuronale, subliniind necesi-
tatea de a selecta cu atent, ie nucleul de ı̂ntârziere.

Aplicăm aceste rezultate teoretice la un model al circuitului ganglionar bazal, unde
oscilat, iile corespunzătoare undelor Beta au fost asociate cu boala Parkinson. Punc-
tul nostru de plecare este modelul Holgado [84] ı̂n care sunt luate ı̂n considerare două
variabile de stare cuplate, reprezentând activarea nucleului subtalamic (STN) s, i globus
pallidus (GP), pe măsură ce răspund la stimulare externă s, i la modulări din alte zone
ale creierului (cortexul s, i striatumul). Pe baza unor dovezi empirice, au fost definite
diferite intervale de cuplare sinaptică ı̂ntre aceste zone ale creierului, unul caracteristic
funct, ionării sănătoase a creierului, iar celălalt corespunzând caracteristicilor dinamice
găsite ı̂n boala Parkinson. S-a constatat o prevalent, ă pentru oscilat, ii stabile ı̂n regimul
Parkinson al modelului, corespunzătoare ritmurilor fiziologice ı̂n intervalul undelor
Beta ı̂n zonele cerebrale corespunzătoare ale pacient, ilor. În această teză, analizăm
acest model investigând important,a intervalului de cuplare pentru comportamentul
sistemului, ı̂mpreună cu magnitutidinea s, i distribut, ia ı̂ntârzierilor. Un rezultat im-
portant obt, inut este că, pentru toate nucleele de ı̂ntârziere, sistemul admite oscilat, ii
stabile ı̂n intervalul de cuplare Parkinson, pentru valori mai mici ale ı̂ntârzierii medii,
decât ı̂n cazul intervalului de cuplare corespunzător stării sănătoase.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate ı̂n lucrările: ”Wilson-
Cowan Neuronal Interaction Models with Distributed Delays”, New Trends in Non-
linear Dynamics (Springer), vol. III, pp. 203-211, 2020 [58] s, i ”Stability and bifur-
cations in Wilson-Cowan systems with distributed delays, and an application to basal
ganglia interactions”, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simula-
tion (Elsevier), vol. 104, 2022 [59]. Rezultatele originale sunt următoarele: condit, ii
pentru stabilitatea asimptotică s, i instabilitatea sistemului bidimensional cu ı̂ntârzieri,
indiferent de nucleele de ı̂ntârziere luate ı̂n considerare, formulate ı̂n Teorema 3.2.1;
un rezultat de bifurcat, ie de tip nod-s,a dat de Teorema 3.3.1; deducerea curbelor de
bifurcat, ie Hopf folosind metoda ”root locus”, obt, inută ı̂n Lema 3.3.2, Lema 3.3.3 s, i
Lema 3.3.4; deducerea valorilor parametrilor caracteristici care corespund bifurcat, iei
Hopf duble, obt, inută ı̂n Lema 3.3.5; proprietăt, i esent, iale ale curbelor de bifurcat, ie
Hopf, date de Propozit, ia 3.3.6; caracterizarea regiunii de stabilitate a punctului de
echilibru al sistemului s, i a tipurilor de bifurcat, ii care apar la frontiera regiunii de
stabilitate, formulate ı̂n Teorema 3.3.7 s, i Teorema 3.3.8.

În al patrulea capitol, extindem rezultatele anterioare pentru a investiga un
sistem 4-dimensional, compus din două sisteme Wilson-Cowan cuplate, cu ı̂ntârzieri
distribuite. Ne bazăm pe cercetările anterioare legate de perechi de sisteme Wilson-
Cowan cuplate simetric sau asimetric. De exemplu, ı̂n lucrarea [15] Borisyuk a analizat
sisteme neliniare cuplate fără ı̂ntârzieri, punând ı̂n evident, ă tranzit, ii complexe de la
echilibre stabile la diverse tipuri de cicluri, s, i mai departe, către tori invariant, i s, i
comportament haotic. În plus, comportamentul dinamic al unei perechi de sisteme
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Wilson-Cowan cu ı̂ntârzieri discrete a fost studiată de Wang et al. [114].
Abordarea noastră acoperă o clasă mai largă de scheme de cuplare care reflectă

circuite neuroregulatoare realiste, dar care pot fi abordate printr-o analiză teoretică
riguroasă s, i simulări eficiente. Init, ial, ne concentrăm pe obt, inerea unor rezultate in-
dependente de nucleul de ı̂ntârziere, privind stabilitatea s, i bifurcat, iile pentru sistemul
considerat. Ulterior, demonstrăm cum rezultate de stabilitate s, i bifurcat, ii se manifestă
diferit când se folosesc două nuclee specifice: nucleul Dirac, folosit ı̂n mod obis,nuit ı̂n
multe aplicat, ii, s, i nucleul 1-Gamma, as,a cum a fost propus init, ial de Wilson s, i Cowan.

Pentru a consolida mai mult rezultatele noastre teoretice, le aplicăm la două cir-
cuite cerebrale distincte. În primul rând, reexaminăm modelul existent al circuitu-
lui de feedback analizat de Wang et al. [114], care implică interact, iuni corticale cu
ganglionii bazali s, i este relevant pentru ı̂nt,elegerea comportamentelor de descărcare
observate ı̂n boala Parkinson. În al doilea rând, folosim cadrul nostru analitic pen-
tru a explora dinamica cuplării prefrontale-amigdaliene, propunând mecanisme pentru
ritmurile Gamma legate de reglarea emot, iilor.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate ı̂n articolul: ”Stability
of coupled Wilson-Cowan systems with distributed delays”, Chaos, Solitons & Frac-
tals (Elsevier), Vol. 179, 2024 [60]. Rezultatele originale includ: condit, ii necesare
s, i suficiente pentru stabilitatea asimptotică locală a unui echilibru al modelului 4-
dimensional, ı̂n absent,a ı̂ntârzierilor de timp, date de Teorema 4.3.1; condit, ii suficiente
pentru stabilitatea asimptotică s, i instabilitatea modelului ı̂ntârziat, indiferent de nu-
cleele de ı̂ntârziere luate ı̂n considerare, formulate ı̂n Teorema 4.3.2, Teorema 4.3.4 s, i
Teorema 4.3.5; un rezultat de bifurcat, ie nod-s,a furnizat de Teorema 4.3.3; caracteri-
zarea bifurcat, iilor Hopf pentru cazul unei distribut, ii generale de ı̂ntârzieri prezentată ı̂n
Sect, iunea 4.3.2, s, i pentru cazurile particulare de nuclee Dirac s, i 1-Gamma prezentate
ı̂n Sect, iunile 4.3.3 s, i 4.3.4.

Contribut, ia principală a acestei teze constă ı̂n investigarea sistemelor Wilson-
Cowan cu ı̂ntârzieri de timp distribuite generale, cu scopul de a extinde ı̂nt,elegerea
dinamicii neuronale. Includerea ı̂ntârzierilor distribuite ı̂n modelele matematice con-
siderate, nu numai că reflectă procesele fiziologice reale, dar s, i ı̂mbunătăt,es,te aplica-
bilitatea modelelor la anumite stări biologice s, i neurologice din lumea reală. În plus,
aplicarea acestor modele teoretice ı̂n scenarii clinic relevante, cum ar fi boala Parkin-
son s, i sistemele de reglare a emot, iilor, constituie un pas important ı̂n legătura dintre
neuros,tiint,a teoretică s, i aplicat, iile terapeutice practice.
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indexate ISI
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