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Rezumat

Motivatie si obiective

In ultimul secol, ecuatiile diferentiale cu intarzieri (DDE) discrete si distribuite au
fost studiate in numeroase lucrari [10}, 27, 411 62], fiind dezvoltata teoria fundamentala
pe care se bazeaza aceasta teza. Unele dintre cele mai importante rezultate teoretice,
pe care se bazeaza rezultatele originale prezentate in aceasta teza, sunt urmatoarele:
rezultate privind existenta si unicitatea solutiei problemei cu date initiale asociate, atat
in cazul intarzierilor discrete cat si al celor distribuite [41],62], principiul liniarizarii [33],
continuarea si dependenta continua a solutiilor |27, 40}, [41), 44] 34, [62], rezultate privind
proprietatile de stabilitate si bifurcatie [9], 35] [11], 4], 8, 21], 22], si tehnica ”linear chain
trick” de transformare a unor sisteme de ecuatii diferentiale cu nuclee de intarziere
particulare in sisteme de ecuatii differentiale ordinare [72, [52] [TOT].

Domeniile stiintifice in care se aplica DDE-urile includ ingineria, fizica, biologia si
neurostiintele, asa cum este evidentiat de mai multe lucrari-cheie in aceste domenii [2]
75, [12], [70], [115], [72], [74], [71], 84], B31], 120, 21]. In special, o buna introducere in acest
domeniu de cercetare este cartea lui MacDonald [72], care serveste ca resursa esentiala,
oferind diverse modele biologice ce au la baza DDE-uri, inclusiv cu intarzieri de timp
discrete sau distribuite. Subiectele abordate variaza de la originea intarzierilor in
modelele biologice, pana la modele specifice, precum modelul monod al chemostatului,
sau modelul lui May al mutualismului obligatoriu. In plus, cartea lui Smith [I01]
este recomandata pentru studiul aplicatiilor semnificative ale DDE-urilor, incluzand
modele pentru transmiterea HIV si reglarea genica prin reprimarea produsului final.

O lucrare importanta in domeniul neurostiintelor a fost publicata in 1972 de Wil-
son si Cowan [115], care au introdus un model matematic format din doua ecuatii
diferentiale cuplate, care descriu interactiunile dinamice intre doua tipuri de populatii
neuronale: excitatorii si inhibitorii. Acest model are o insemnatate deosebita in
intelegerea dinamicii neuronale, deoarece nu numai ca reflecta comportamentul fun-
damental al retelelor neuronale, dar serveste ca si un cadru ce sta la baza studi-
ilor ulterioare. De-a lungul timpului, modelul Wilson-Cowan a condus la explorarea
diferitelor aspecte ale comportamentului neuronal, influentand teoriile si aplicatiile in
neurostiinta teoretica si cercetarea medicala practica.

Motivatia pentru cercetarea efectuata in aceasta teza de doctorat este data de
necesitatea de a studia modul in care diferite tipuri de intarzieri de timp si configuratii
de cuplare in modelele neuronale influenteaza dinamica creierului si comportamentele
patologice. Modelele traditionale, precum modelul Wilson-Cowan, au folosit in mod
tipic intarzieri de timp simplificate, discrete, care nu reflecta in totalitate natura com-
plexa si distribuita a intarzierilor implicite din sistemele neuronale reale. Aceasta
simplificare poate modifica semnificativ comportamentul preconizat al acestor modele,



conducand la interpretari inexacte ale dinamicii neuronale si a implicatiilor lor pentru
functionarea si disfunctionalitatea creierului. Prin considerarea diverselor intarzieri
distribuite si investigarea efectelor lor asupra stabilitatii si comportamentului sis-
temelor studiate, aceasta teza contribuie la reducerea decalajului dintre neurostiinta
teoretica si aplicatiile practice, in intelegerea si tratarea tulburarilor neurologice. Prin
analiza matematica riguroasa si simulari numerice, scopul nostru este de a oferi o
intelegere mai profunda a dinamicii neuronale, care sta la baza atat a starilor nor-
male, cat si a celor patologice, precum boala Parkinson.

Principalele obiective ale tezei sunt urmatoarele:

e Analiza detaliata a stabilitatii si bifurcatiilor pentru ecuatii diferentiale cu intarzieri
de timp distribuite.

e Investigarea unui model Wilson-Cowan ce include intarzieri distribuite generale,
in locul simplificarii modelului la un sistem de ecuatii diferentiale ordinare.

e Explorarea impactului diverselor distributii de intarzieri asupra modelelor neu-
ronale, in special a modului in care diferitele nuclee de intarziere influenteaza
stabilitatea, ratele de descarcare neuronala si comportamentele oscilatorii.

e Investigarea efectelor configuratiilor de cuplare si a diverselor tipuri de intarzieri
in doua sisteme cuplate Wilson-Cowan, evidentiind impactul acestora asupra
tranzitiilor in si din stari oscilatorii asociate cu tulburarile neurologice.

e Aplicarea rezultatelor teoretice la sisteme biologice practice, cum ar fi generarea
oscilatiilor neuronale relevante pentru boala Parkinson si interactiunea dintre
anumite regiuni ale creierului.

Structura tezei si rezultatele originale

Primul capitol introductiv al tezei ofera o prezentare generala a mai multor rezul-
tate legate de ecuatiile diferentiale cu intarziere din literatura existenta. Prezentam
mai intai definitii si teoreme relevante pentru DDE-uri cu intéarzieri de timp finite
(marginite), inclusiv definitia spatiului de functii si a normei adecvate, formularea
ecuatiei diferentiale si a problemei Cauchy asociate. Aceasta introducere acopera
existenta, unicitatea si dependenta continua a solutiilor, precum si conceptul de pre-
lungire prin continuitate a solutiilor. Discutia se extinde apoi la intarzierile de timp
infinite, unde sunt prezentate rezultate semnificative din literatura. O tehnica esentiala
discutata aici este cea care transforma sistemele de ecuatii diferentiale cu intarzieri dis-
tribuite de tip p-Gamma in sisteme de ecuatii diferentiale ordinare. Aceasta tehnica
este folosita ulterior in simularile numerice din intreaga teza. Capitolul se incheie
prin prezentarea unor modele matematice din neurostiinte, furnizand in mod specific
o prezentare istorica a modelului Wilson-Cowan, evidentiindu-i importanta si evolutia
in domeniu.

Principalele contributii ale tezei sunt prezentate in urmatoarele trei capitole, care
constituie cadrul principal al acestei teze.

Al doilea capitol include rezultate originale obtinute in ceea ce priveste analiza
stabilitatii si bifurcatiilor pentru ecuatii diferentiale cu o intarziere distribuita generala.



Principala motivatie in abordarea acestei probleme este faptul ca cele mai multe rezul-
tate anterioare din literatura iau in considerare doar DDE-uri cu intarzieri discrete
sau intarzieri distribuite specifice (de exemplu, distributii Gamma sau distributii uni-
forme). Scopul nostru este de a extinde analiza la ecuatiile diferentiale cu o intarziere
distribuita generala. Utilizand proprietatile fundamentale ale nucleelor de intarziere,
ca functii de densitate de probabilitate, precum si functiile caracteristice asociate,
exploram rezultate de stabilitate si bifurcatie in acest context general.

Mai precis, efectuam o analiza completa a stabilitatii si bifurcatiilor, bazata pe
ecuatia caracteristica derivata prin metoda de liniarizare in vecinatatea unui punct
de echilibru, luand in considerare doar anumite constrangeri naturale. In planul co-
respunzator al parametrilor caracteristici, deteminam curbele de bifurcatie, precum si
numarul de radacini instabile ale ecuatiei caracteristice analizate, in fiecare din regiu-
nile conexe delimitate de aceste curbe. Obtinem astfel o caracterizare completa a
regiunii de stabilitate a echilibrului considerat in planul corespunzator al parametrilor
caracteristici. De asemenea, efectuatam o analiza a bifurcatiei Hopf, iar criticali-
tatea este investigata prin metoda "multiple time scales”. Pentru a ilustra rezultatele
teoretice obtinute, luam in considerare DDE-uri cu nuclee de intarziere particulare,
de exemplu, intarzierea discreta, intarzierea distribuita de tip p-Gamma, intarzierea
distribuita de tip uniform si intarzierea distribuita de tip triunghiular. Ca exemplu
practic, rezultatele teoretice sunt exemplificate in cadrul unui model neuronal simplu.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate in lucrarea "Stability and
bifurcations in scalar differential equations with a general distributed delay”, Applied
Mathematics and Computation (Elsevier), Vol. 454, 2023 [57]. Rezultatele origi-
nale consta in urmatoarele: conditii suficiente pentru stabilitatea si instabilitatea unui
punct de echilibru al ecuatiei diferentiale neliniare cu intarziere distribuita, indepen-
dente de nucleul de intarziere, date de Teorema [2.3.1} studiul bifurcatiei de tip nod-sa
in vecinatatea punctului de echilibru, furnizata de Teorema [2.4.1} caracterizarea pro-
prietatilor curbelor de bifurcatie Hopf data de Propozitia si Lema [2.4.3} rezultate
referitoare la numarul de radacini instabile ale ecuatiei caracteristice generale furnizate
de Lema [2.4.4] si Propozitia [2.4.6; conditia de transversalitate pentru bifurcatia Hopf
obtinuta in Lemal2.4.5/si Lema(2.4.9; caracterizarea regiunii de stabilitate a echilibrului
in planul parametric considerat, precum si a bifurcatiilor care apar la frontiera regiu-
nii de stabilitate, date de Teorema si Lema Mai mult, obtinem rezultate
referitoare la criticalitatea bifurcatiilor Hopf in Sectiunea [2.4.3]

Al doilea capitol constituie o baza pentru analiza teoretica efectuata in capitolele
ulterioare ale tezei, care sunt direct legate de modelul Wilson-Cowan.

In al treilea capitol pornim de la modelul original Wilson-Cowan, introdus in
1972, care include doua populatii neuronale, una inhibitorie si una excitatorie, luand
in considerare nuclee de intarziere de tip 1-Gamma. Initial, autorii au folosit metoda
"time-course graining” pentru a simplifica modelul la un sistem de ecuatii diferentiale
ordinare. Modelele ulterioare de tip Wilson-Cowan au incorporat fie intarzieri con-
stante, fie forme specifice de intarzieri distribuite. Avand in vedere ca astfel de sim-
plificari ar putea influenta semnificativ dinamica modelului, analiza noastra se con-
centreaza pe analiza comportamentului sistemului inainte de aplicarea metodei ”time-
course graining” si ia in considerare distributii generale de intarziere.

Efectuam analiza stabilitatii si studiem existenta bifurcatiilor pentru aceste ecuatii
cu nuclee de intarziere generale, examinand efectele atat a parametrilor de cuplare,
cat si a distributiilor de intarziere. Acest studiu se realizeaza prin investigarea ecuatiei



caracteristice a sistemului, in anumite ipoteze teoretice. Descriem regiunea de stabil-
itate intr-un spatiu de parametri adecvat, atat teoretic, cat si prin simulari numerice
pentru diverse tipuri de nuclee de intarziere. Rezultatele noastre indica diferente sem-
nificative in regiunile de stabilitate si comportamentele de bifurcatie intre diferitele
distributii de intarziere: distributiile 1-Gamma tind sa sustina rate de descarcare neu-
ronale stabile, distributiile 2-Gamma se coreleaza cu comportament oscilatoriu regulat,
iar distributiile Dirac pot induce comportamente mai complexe, aperiodice. Aceasta
variabilitate sugereaza potentialul de a folosi diferite distributii de intarziere pentru a
obtine comportamente functionale distincte in modelele neuronale, subliniind necesi-
tatea de a selecta cu atentie nucleul de intarziere.

Aplicam aceste rezultate teoretice la un model al circuitului ganglionar bazal, unde
oscilatiile corespunzatoare undelor Beta au fost asociate cu boala Parkinson. Punc-
tul nostru de plecare este modelul Holgado [84] in care sunt luate in considerare doua
variabile de stare cuplate, reprezentand activarea nucleului subtalamic (STN) si globus
pallidus (GP), pe masura ce raspund la stimulare externa si la modulari din alte zone
ale creierului (cortexul si striatumul). Pe baza unor dovezi empirice, au fost definite
diferite intervale de cuplare sinaptica intre aceste zone ale creierului, unul caracteristic
functionarii sanatoase a creierului, iar celalalt corespunzand caracteristicilor dinamice
gasite in boala Parkinson. S-a constatat o prevalenta pentru oscilatii stabile in regimul
Parkinson al modelului, corespunzatoare ritmurilor fiziologice in intervalul undelor
Beta in zonele cerebrale corespunzatoare ale pacientilor. In aceastd teza, analizam
acest model investigand importanta intervalului de cuplare pentru comportamentul
sistemului, impreuna cu magnitutidinea si distributia intarzierilor. Un rezultat im-
portant obtinut este ca, pentru toate nucleele de intarziere, sistemul admite oscilatii
stabile in intervalul de cuplare Parkinson, pentru valori mai mici ale intarzierii medii,
decat in cazul intervalului de cuplare corespunzator starii sanatoase.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate in lucrarile: ”Wilson-
Cowan Neuronal Interaction Models with Distributed Delays”, New Trends in Non-
linear Dynamics (Springer), vol. III, pp. 203-211, 2020 [58] si "Stability and bifur-
cations in Wilson-Cowan systems with distributed delays, and an application to basal
ganglia interactions”, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simula-
tion (Elsevier), vol. 104, 2022 [59]. Rezultatele originale sunt urmatoarele: conditii
pentru stabilitatea asimptotica si instabilitatea sistemului bidimensional cu intarzieri,
indiferent de nucleele de intarziere luate in considerare, formulate in Teorema [3.2.1};
un rezultat de bifurcatie de tip nod-sa dat de Teorema [3.3.1} deducerea curbelor de
bifurcatie Hopf folosind metoda "root locus”, obtinuta in Lema [3.3.2] Lema [3.3.3 si
Lema deducerea valorilor parametrilor caracteristici care corespund bifurcatiei
Hopf duble, obtinuta in Lema [3.3.5} proprietati esentiale ale curbelor de bifurcatie
Hopf, date de Propozitia [3.3.6f caracterizarea regiunii de stabilitate a punctului de
echilibru al sistemului si a tipurilor de bifurcatii care apar la frontiera regiunii de
stabilitate, formulate in Teorema si Teorema [3.3.8|

In al patrulea capitol, extindem rezultatele anterioare pentru a investiga un
sistem 4-dimensional, compus din doua sisteme Wilson-Cowan cuplate, cu intarzieri
distribuite. Ne bazam pe cercetarile anterioare legate de perechi de sisteme Wilson-
Cowan cuplate simetric sau asimetric. De exemplu, In lucrarea [I5] Borisyuk a analizat
sisteme neliniare cuplate fara intarzieri, punand in evidenta tranzitii complexe de la
echilibre stabile la diverse tipuri de cicluri, si mai departe, catre tori invarianti si
comportament haotic. In plus, comportamentul dinamic al unei perechi de sisteme



Wilson-Cowan cu intarzieri discrete a fost studiata de Wang et al. [114].

Abordarea noastra acopera o clasa mai larga de scheme de cuplare care reflecta
circuite neuroregulatoare realiste, dar care pot fi abordate printr-o analiza teoretica
riguroasa si simulari eficiente. Initial, ne concentram pe obtinerea unor rezultate in-
dependente de nucleul de intarziere, privind stabilitatea si bifurcatiile pentru sistemul
considerat. Ulterior, demonstram cum rezultate de stabilitate si bifurcatii se manifesta
diferit cand se folosesc doua nuclee specifice: nucleul Dirac, folosit in mod obisnuit in
multe aplicatii, si nucleul 1-Gamma, asa cum a fost propus initial de Wilson si Cowan.

Pentru a consolida mai mult rezultatele noastre teoretice, le aplicam la doua cir-
cuite cerebrale distincte. In primul rand, reexaminam modelul existent al circuitu-
lui de feedback analizat de Wang et al. [I14], care implica interactiuni corticale cu
ganglionii bazali si este relevant pentru intelegerea comportamentelor de descarcare
observate in boala Parkinson. In al doilea rand, folosim cadrul nostru analitic pen-
tru a explora dinamica cuplarii prefrontale-amigdaliene, propunand mecanisme pentru
ritmurile Gamma legate de reglarea emotiilor.

Rezultatele originale ale acestui capitol au fost publicate in articolul: ”Stability
of coupled Wilson-Cowan systems with distributed delays”, Chaos, Solitons & Frac-
tals (Elsevier), Vol. 179, 2024 [60]. Rezultatele originale includ: conditii necesare
si suficiente pentru stabilitatea asimptotica locala a unui echilibru al modelului 4-
dimensional, in absenta intarzierilor de timp, date de Teorema |4.3.1} conditii suficiente
pentru stabilitatea asimptotica si instabilitatea modelului intarziat, indiferent de nu-
cleele de intarziere luate in considerare, formulate in Teorema [4.3.2 Teorema si
Teorema [£.3.5} un rezultat de bifurcatie nod-sa furnizat de Teorema [£.3.3} caracteri-
zarea bifurcatiilor Hopf pentru cazul unei distributii generale de intarzieri prezentata in
Sectiunea [4.3.2] si pentru cazurile particulare de nuclee Dirac si 1-Gamma prezentate
in Sectiunile [4.3.3] si[4.3.4]

Contributia principala a acestei teze consta in investigarea sistemelor Wilson-
Cowan cu intarzieri de timp distribuite generale, cu scopul de a extinde intelegerea
dinamicii neuronale. Includerea intarzierilor distribuite in modelele matematice con-
siderate, nu numai ca reflecta procesele fiziologice reale, dar si imbunatateste aplica-
bilitatea modelelor la anumite stari biologice si neurologice din lumea reala. In plus,
aplicarea acestor modele teoretice in scenarii clinic relevante, cum ar fi boala Parkin-
son si sistemele de reglare a emotiilor, constituie un pas important in legatura dintre
neurostiinta teoretica si aplicatiile terapeutice practice.
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